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第 1l 章 复 数 


1 复数 的 代数 学 


实数 和 复数 遵从 同样 的 算术 基本 律 ， 在 学 习 复 变 函数 论 的 开 
始 , 我 们 要 着 重 应 用 并 进一步 充实 这 一 相似 性 . 


1.1 算术 运算 


读者 从 初等 代数 中 已 经 知道 虚数 单位 名 具有 性 质 训 = 一 | 
如 将 这 一 虚数 单位 与 两 个 实数 a、B 通过 加 法 与 乘法 结合 起 来 , 则 
得 一 复数 a 十 iB，o 及 有 B 分 别称 为 这 一 复数 的 实 部 与 虚 部 . 车 a= 
0, 则 称 这 一 数 为 纯 虚 数 ; 车 B= 0, 它 当然 是 实数 。 零 是 同时 可 作 
为 实数 与 纯 虚 数 的 唯一 数 . 两 复数 相等 ， 必 须 而 且 只 须 它 们 具有 
相等 的 实 部 与 相等 的 虚 部 . 
复数 对 加 法 与 乘法 自封 ， 假 定 我 们 将 算术 的 普通 规则 应 用 于 
复数 , 当然 就 有 
(otéB)+ (y+i) = (aty) 十 计 B 十 3) GD 


va 


及 
(atipB) (y+id) = (ay ~— B06)+ilad + BY). (2) 
在 第 二 个 恒等式 中 ,我 们 使 用 了 关系 式 避 = 一 1 
除法 的 可 行 并 不 那 末 明显 。 我 们 要 来 证 明 (g++i68)/(Y 十 6) 
仍 是 一 复数 ,此 处 y 十 钻头 0， 以 2 十 让 表示 所 求 的 商 , 则 必 有 
十 绍 = (7 十 妇 ) (zw 十 多)、， 
根据 (2), 上 式 可 写成 
atiB= (yr— 06) Ti(6r+ yy , 
从 而 得 到 下 列 两 方程 ; 


9 了 。 


wa 一 ?0 一 8 


B=62+7yy. 
由 于 我 们 已 知 7 十 铝 关 0, 故 上 面 的 线性 方程 组 有 唯一 解 ， 
2 一 oy+ Be. y= BY~—o5 ) 
2 十 0 7 yt 六 
这 样 , 就 得 到 结果 
otiB ay 十 6 -6 By—ad (3 


. 7 二 + 认 。 广 十 冲 7 十 2 
.” 商 的 存在 既 经 证 明之 后 , 它 的 值 就 可 用 较 简单 的 方法 求 得 . 以 
7 一 座 乘 分 子 分 母 , 立即 可 得 “ 四 
at+iB _ (atip) (7 一 让 ) (az 十 63) +i(By— od) 


?十 项 (? 十 给) (7 一 引 ) 十 肖 
作为 一 个 特例 ,一 个 不 等 于 零 的 复数 的 倒数 为 
人 1 oa-i “ . 
oto » 2 十 pB’ "i 4 


。 注意 ， 轨 只 有 了 四 个 可 能 的 值 , 即 1%， -了 一色 它们 相当 于 


习 是 
1. 求 下 列 各 数 的 值 : 
GL+2905 一 站 人 (2), (1+i)"+F (Li), 
2. 设 * 一 X 二 my(Z、2 实数 ), 求 下 列 各 数 的 实 部 和 虚 部 ; 


1 #2-1 1 
2? 8+1’? p22 


3. 证明 (3 -1 及 (起 名) -1 
不 论 符号 如 何 搭配 均 成 立 ， 


1.2 平方 根 i 
现在 我 们 来 证 明 一 个 复数 的 平方 根 可 以 明显 地 求 得 . 设 所 给 

复数 为 a+ip, 我 们 来 求 复数 x 十 亡 , 它 满足 关系 

$s 2: : 


(2Z 十 加 ?一 上 十 2. 
”这 一 关系 等 价 于 下 列 方程 组 : 


22 一 2 一 a， 
224 一 避 . % 
由 上 两 式 得 
(+I = Fo) td 0 +B. 
因而 必 有 w+ Ve+p, 
式 中 的 平方 根 为 正 或 零 . 将 这 一 式 与 (名 的 第 一 式 求解 ,得 
二 VT +pB’), 
(6) 


Pl (at ET). 


” 我们 看 到 这 些 量 不 论 «的 符号 如 何 总 是 正 的 或 零 ， 

从 方程 (6) 一般 可 得 两 个 相反 符号 的 3 值 和 两 个 相反 符号 的 
y 值 。 但 这 些 值 不 能 任 党 组 合 ， 因 为 (4) 中 的 第 二 式 并 不 是 (5) 的 
结果 .因此 必须 谨慎 地 选择 % 与 9, 使 其 积 与 8 同 符号 。 这 样 就 
得 到 一 般 解 


VT + Nt ee) 
(9) 


只 要 B#0. 对 于 一 0, 当 a>0 时 ,其 值 为 土 Va, 当 a<0 时 ,为 
土 和 /一 wx. 应 当 理解 , 正 数 的 所 有 平方 根 均 取 正 号 . 

上 面 证 明了 任 一 复数 的 平方 根 是 存在 的 ， 且 具有 两 个 相反 的 

值 . 这 两 个 值 仅 当 w+iB=0 时 相等 ， 如 B60, 而 ec>>0, 则 平方 
根 值 为 实数 , 如 B=0 而 a<0， 则 为 纯 虚 数 ， 换 名 话说 ， 除 了 零 
以 外 ， 只 有 正 数 才 有 实 的 平方 根 ， 只 有 负数 才 有 纯 虚 数 的 平方 
根 . 
”由于 两 个 平方 根 一 般 都 是 复数 ， 所 以 一 个 复数 的 平方 根 就 不 
可 能 分 出 正 负 来 。 我 们 当然 可 以 用 (6) 式 中 上 面 的 符号 与 下 面 的 
符号 来 进行 区 分 ,但 这 种 区 分 是 不 自然 的 , 因而 必须 和 避免， 正确 的 
方法 是 将 两 个 平方 根 按 对 称 的 方式 处 理 ， 


习 是 


.计算 VT V=T VE YE. 
. 求 尽 开工 的 四 个 值 . 

. 计算 久 i 及 -i 

， 解 出 二 次 方程 


中 9 哺 


如 十 (ca 十 iD)g-Ly 十 这 一 0， 


1.3 复数 体 的 存在 


到 目前 为 止 ,我 们 对 复数 的 讨论 是 完全 不 严密 的 . 还 没有 探究 
到 当 算术 中 一 切 规则 保持 有 效 时 ,方程 人 2 十 1 一 0 的 解 所 从 属 的 数 
系 本 身 存 在 的 问题 ， 

我 们 先 来 回想 一 下 实数 系 B 的 一 些 特征 性 质 ， 首 先 我 们 知 
道 及 是 一 个 体 (field, 或 域 )、 这 意思 就 是 说 , 在 到 中 定义 了 加 法 
运算 和 乘法 运算 , 它们 满足 结合 律 交 换 律 及 分 配 律 . 数 0 及 工分 
别 是 加 法 及 乘法 运算 中 的 中 性 元 素 , 意 即 对 于 所 有 的 a, 有 at+0 
a, el 一 a。 其次, 定义 减法 的 方程 B+w 一 “ 恒 有 一 个 解 ， 而 定义 
除法 的 方程 Bz 一 a, 只 要 B#0, 也 总 有 一 个 解 @@. 

用 初等 的 理由 就 可 证 明 中 性 元 素 以 及 减法 与 除法 的 结果 都 是 
唯一 的 。 又 ,每 一 个 体 是 一 个 整 环 , 意 即 , 为 了 cB 一 0, 必 须 而 且 只 
须 w=0 或 B=0. 

这 些 性 质 是 一 切 体 所 共有 的 .此 外 , 实数 体 及 具有 一 种 次 序 
关系 a<B (或 B> 内 .用 正 实数 集合 了 + 就 更 易于 定义 下 面 的 关 
系 , a<B 的 充 要 条 件 是 6 一 xcE 及 *. 集合 B+ 以 下 列 几 种 性 质 为 
”其 特征 ，(D 0 不 属于 及 +;， (2) 如 果 a#0, 则 和 或 一 < 属于 且 +， 
但 不 并 立 ; (3) B+ 中 任 二 元 素 之 和 与 积 仍 属 于 县 *， 从 这些 性 质 
就 可 推出 不 等 式 运 算 的 全 部 规则 .特别 是 , 任 一 数 « 的 平方 2 或 


沪 ”我 们 假定 读者 已 具有 基础 代数 学 的 实际 知 典 。 虽然 上 面 所 说 关于 体 的 特征 
表示 是 完备 的 ， 但 对 于 一 个 还 没有 组 赂 地 熟悉 这 些 鬼 念 的 读者 ， 显然 不 会 有 很 大 帮助 ， 


。 和 4.， 


者 是 正 数 , 或 者 等 于 零 ; 因此 1=1? 是 一 正 数 ， 

根据 次 序 关系 可 知 ， 和 二 1+L 1+141 … 瑟 不 相同 。 因 
此 , BB 包含 自然 数 全 体 , 而 由 于 它 是 一 个 体 , 故 知 它 必 包含 有 理 数 
全 体 所 组 成 的 子 体 . 

最 后 ,及 满 足下 列 的 完备 性 条 件 , 每 一 个 递增 而 有 界 的 实数 名 
列 必 有 一 极限 . 设 < oa 和 mm 二 …<an<…， 并 设 存 在 一 个 实数 
B, 得 使 对 于 所 有 的 %, 有 om 一 召 ， 那 么 完备 性 条 件 就 意味 着 存在 
一 个 数 4=lima， 它 具有 下 列 性 质 : 给 定 任意 的 。>0, 存在 一 个 
自然 数 mo, 使 得 对 于 所 有 的 m%>wo, 有 不 等 式 4 一 e 二 om 二 4 成 立 . 

我 们 对 于 实数 系 的 讨论 是 不 完全 的 ， 因 为 我 们 并 没有 证 明 具 
有 上 述 公设 性 质 的 一 个 数 系 B 的 存在 和 叭 一 性 ( 除 同 构 以 外 ) @. 
读者 如 果 还 不 十 分 明了 那 种 用 以 强 进 实数 的 构 作 方法 ， 可 参看 有 
关 这 方面 的 书籍 . 

由 于 of+1 恒 为 正 数 , 故 知 方程 +1-0 在 BR 中 无 解 . 现在 
我 们 假设 可 以 找到 一 个 体 下 , 它 以 已 为 其 子 体 , 而 且 在 于 中 方程 
吕 十 1 一 0 有 人 和解。 以 表示 这 方程 的 一 个 解 。 则 因 

-十 二 (vw 十 们 (zw 一 人 ， 
故 知 方程 22 十 1 一 0 在 了 中 恰 有 两 个 解 % 及 一 i 令 C 为 对 的 于 
集 , 由 所 有 能 表 为 w 十 色 的 元 素 组 成 , 此 处 & 及 B 为 实数 . 这 一 表 
示 式 是 唯一 的 ,因为 a 二 iB 一 a 二 2 就 意味 着 
wa 一 ww 一 一 和 8 一 Bi 


.从 而 (ae 一 co 一 一 (8 一 8 


但 这 只 有 在 一 w，B= 6' 时 方 始 可 能 . 
子 集 C 是 下 的 一 个 子 体 ， 事 实 上 , 除了 应 由 读者 作 一 些 普 通 
的 验证 之 外 ,这 正 是 我 们 已 在 1.1 节 中 证 明 过 的 。 此 外 ， 子 集 0 
的 构造 与 下 无 关 ， 因 为 如 设 了 为 另 一 个 包含 及 及 方程 +1 一 0 
的 一 个 根 必 的 体 , 则 元 素 w+4B 全 体 组 成 对 应 的 子 集 Ca+-28 
@ ”两 个 体 的 同 构 指 的 是 一 种 一 对 一 的 对 应 关系 ,， 它 保持 和 与 积 的 对 方 对 应 。 这 


一 词 通常 用 以 指 一 种 对 应 关系 ， 这 种 对 应 关系 是 一 对 一 的 ， 同 时 保持 一 给 定 联络 中 所 
认为 重要 的 一 切 关 系 ， 


“5. 


全 体 组 成 的 子 集 0 与 十 ?8 全 体 组 成 的 子 集 C 成 一 一 对 应 ， 而 
这 一 对 应 显然 是 体 的 同 构 ,从 此 说 明 0 与 CG 是 同 构 的 . 

”现在 我 们 把 复数 全 体 组 成 的 体 定义 为 任 一 给 定 的 耻 的 子 体 
C.。 上 面 说 明了 体 下 的 选择 是 任意 的 , 但 还 没有 证 明 这 一 具有 所 
需 性 质 的 体 卫 的 存在 .为 了 使 我 们 的 定义 具有 意义 , 还 需要 来 构 
作出 体 , 它 包 含 及 (或 与 及 同 构 的 一 个 子 体 )， 而 且 在 其 中 方程 
oe 十 1 一 0 有 一 个 解 . 

这 样 的 一 个 体 可 以 用 多 种 方法 构 作 起 来 . 最 简单 而 且 最 直接 
的 方法 如 下 : 考察 形 如 a 十 钻 的 所 有 元 素 , 其 中 a, B 均 为 实数 ,而 
记号 + 及 则 纯粹 是 符号 《++ 不 表示 加 , 5 不 表示 体 的 一 个 元 
素 ). 这 些 元 素 全 体 组 成 一 个 体 卫 ， 在 正中 加 法 与 乘法 是 用 (了 D 及 
(2) 定 义 的 (注意 记号 二 的 两 种 不 同意 义 )， 特 殊 形式 < 十 各 的 元 
素 全 体 构成 一 个 与 及 同 构 的 子 体 ,而 元 素 0 十 计 则 满足 方程 喧 二 
= 0; 因为 (0 十 这)’ 一 一 (1+i0)。 这样, 体 就 具有 所 需 的 性 质 ， 


而 且 由 于 
oa+iB= (ca 十 加 ) 十 8(0 上 1， 


故 知 它 与 对 应 的 子 体 6 恒 等 。 这 就 证 明了 复数 体 的 存在 ， 于 是 可 
回 到 较 简单 的 记 法 a+iB, 此 处 十 表示 0C 中 的 加 法 ,而 4 为 方程 
人 十 1 一 0 的 一 个 根 . 


习 题 - 
( 供 复 习 代 数 的 读者 练习 》 
a A ， . 
1., 所 和 到 加 人- _8 ) 和 隆 经 过 用 和 如 法 与 下 法 人 起 
以 后 所 成 的 集合 与 偶数 体 同 构 . 
3. 证 明 复 数 系 可 以 设想 为 用 不 可 约 多 项 式 下 十 对 于 所 有 实 系数 多 项 
式 分 类 所 得 到 的 体 ， 
1.4” 共 斩 , 绝对 什 
. ”一 个 复数 ， 或 者 可 用 单一 个 字母 a 表示 ,此 处 @ 为 体 C 的 一 
bb 6 LL 本 ” 


个 元 素 ; 或 者 可 表 为 a+i 的 形式 , 其 中 a, 8 为 实数 ， 此 外 ,还 有 
几 种 标准 的 记 法 如 * 一 2 十 饮 5 二 5 十 谍 , 人 一 十 说 等 ,在 此 ,wy 
5, 7, 4 9 等 总 是 理解 为 实数 ,复数 4 的 实 部 和 虚 部 还 常 记 为 
Rec 及 TImc. 

在 推出 复数 加 法 与 复数 乘法 的 法 则 的 过 程 中 ， 我 们 只 用 到 一 
个 事实 , 那 就 是 总 = 一 1， 由 于 一 具有 同样 的 性 质 , 因此 , 如 将 所 
有 的 均 换 成 一 记 则 原来 的 一 切 规则 必 仍 保持 有 效 ， 这 可 通过 直 
接 验证 来 证 明 ， 将 w+iB 换 成 a 一 i 的 变换 称 为 复 共 轿 ， 而 
a 一 店 就 是 a+i6 的 共 罗 复数 ，4 的 共 亏 复数 记 为 a.。 要 一 个 数 
是 实数 , 必须 而 且 只 须 它 与 它 的 共 驾 数 相 等 ， 共 斩 变 换 是 一 种 对 
合 变 换 ,这 就 是 说 一 a. 

复数 “的 实 部 与 虚 部 可 用 a 及 其 共 恩 复数 4 表示 为 


C 十 人 a—a 
Re a= 了 一 ， Im a= 区 一 ， 


因此 , 系统 地 使 用 记 法 4 及 a, 戴 可 以 避免 用 两 个 不 同 的 字母 来 均 
示 实 部 和 虚 部 . 话 虽 如 此 , 但 这 两 种 记 法 最 好 还 是 能 灵活 使 用 . 
夫 撤 变换 的 基本 性 原 就 是 我 们 上 而 已 经 提 到 的 那个 性 质 , 即 
2 十 8 一 5 十 5， ab=ab. 
出 此 可 推出 商 的 对 应 性 质 ， 如 果 az=3, 则 az=5， 因 而 (876) 一 
56/4a. 更 一 般 地 , 令 RCa, 5, x, …) 表 施 于 复数 a, 5, ce, … 的 任 一 
有 理 运 算 , 则 


RG, 0, ce, = BRE, b,c, .), 
作为 一 个 应 用 , 考虑 方程 
co 十 Co 十 十 co 十 cx 一 0 
设 为 这 一 方程 的 一 个 根 , 则 7 必 是 方程 
Co 十 012" 十 … 十 612 十 Cn 一 0 
的 一 个 根 . 作风 是 , 若 方 各 的 系数 均 为 则 《及 过 必 是 同 -一 方 
程 的 根 ,由 此 得 到 熟知 的 定理 , 实 系数 方程 的 非 实数 很 必 以 成 对 的 
共 轿 根 出 现 . 
积 oz 一 o2 十 B? 便 为 正 数 或 零 它 的 非 负 平方 根 称 为 复数 z 的 
7T 。 


模 或 绝对 信 , 记 为 |a|， 这 一 术语 和 记 法 的 正确 性 可 从 一 个 实数 的 
模 就 等 于 读数 本 身 取 正 号 的 值 这 一 事实 得 到 说 明 ， 
根据 这 一 定义 ， 
ak 一 |el’, 
式 中 |al 之 0, 并 注意 到 |4| 一 1z|， 对 于 乘积 的 绝对 值 ,我 们 有 
labl?=ad.abd=abab = 43206 = |a|’|b|’, 
因为 它们 都 0, 故而 
eol lal. 
用 文字 来 表述 , 就 是 : 
积 的 绝对 值 等 于 各 因 于 绝 对 信 的 积 . 
显然 这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 穷 个 复数 的 滋 积 ， 
caos…an| 一 |oz|、 | ca| …|on|. 


” 商 w/b 5 赤 0 满 足 关系 5(a/5) 一 a, 因 此 又 有 151"14/51 1al, 或 


ga| jec 

: -i 

和 的 绝对 信和 公式 并 不 这 样 简单 .我 们 有 
Jatbl?=(0+b) (G+ =00+ (66 +0a)+05 


或 


let6l?=|ol?+|2|?+2Reab, (7) 
差 的 绝对 值 公式 为 
| le—8|?=|a|?+18|?—2Reab, (7 
将 上 两 式 相 吉 , 得 到 恒等式 - i 
latbl?+ lam— b=2(|0]?+ ||». (8) 
习 题 


1 试 以 z 一 zc 十 动 及 “=z- 动 分 别 计算 /Cs?+ 二 的 什 ， 从 而 证 明 所 得 
的 结果 是 共 辆 的 . 
2. 求 下 式 的 绝对 秆 . 


anand (3+)(—1+2i) 
33840244, I . 


3. 已 知 la| = 并 或 12| = 二 求证 
a—b 
i—ab 

如 |al=181=1, 则 要 上 式 成 立 , 应 有 怎样 的 条 件 ? 
和 4. 求 使 一 个 复 来 知 量 的 方程 a# 二 683 十 c= 二 0 恰 有 一 解 的 条 件 , 并 算出 这 
个 解 . 
各 ， 试 证 明 复数 形式 的 Lagrange 恒等式 


7 3 2 Lo 
Bap: = al Db 3 lob,— od 
b=i b=!l jml 1si<jcn 


=1. 


1.5 不 等 式 


现在 我 们 来 证 明 几 个 常用 的 重要 不 等 式 ， 应 该 指出 , 在 复数 
系 中 没有 次 序 关系 , 因此, 所 有 不 等 式 都 必须 是 实数 之 间 的 关系 ， 
从 绝对 值 的 定义 可 得 如 下 不 等 式 
-lel<Rea <|ol, 


一 |c| 和 Im c< lal. (9) 
等 式 Rea=|a| 当 上 且 仅 当 4 是 实数 且 之 0 时 成 立 . 
好 将 (9) 式 应 用 于 0), 则 得 
letol?< (lel+16|)’, 
因此 
lc 二 站 委 jc| 二 |. (10) 


这 就 是 所 谓 三 角形 不 等 式 , 这 样 命名 的 理由 将 在 以 后 说 明 . 应 用 
归纳 法 可 将 上 面 的 关系 推广 至 任意 有 限 个 数 的 和 : 
| ea 十 aa 十 … 十 加 | 委 |oi| 十 |oaj 十 … 十 |on|. (11) 

和 的 绝对 值 充其量 等 于 各 项 绝对 值 的 和 . 

在 实数 的 情形 中 ,读者 会 充分 理解 到 估计 式 (11) 的 重要 意义 ， 
今后 我 们 将 看 到 ， 这 一 式 在 复数 理论 中 也 有 着 不 亚 于 在 实数 中 的 
重要 性 . 

现在 让 我 们 来 确定 所 有 使 (11) 式 成 为 等 式 的 条 件 .在 (10) 式 
中 , 为 使 等 号 成 立 , 必须 而 且 只 须 a5 之 0( 为 方便 起 见 , 用 c>0 表 
示 c 是 实数 而 且 还 是 正 数 )、 如 8 关 0, 则 这 一 条 件 可 写 为 

[8]*C(a/5)>0, 


因而 等 从 于 a/3>0、 在 一 般 的 情形 下 ， 我 们 可 以 这 样 做 ; 设 (11) 
中 的 等 号 成 立 , 则 

lal + lesl + 十 [| =| (ci 凸 cs) Has 十 … | 

<|ates|t+|as|+.…+ |a,l 

lq | 十 |ga| 十 … 十 1o|. 
因此 得 |ar+@a| ==|ai| 十 |asj, 如 aa 关 0, 结 果 得 si/m 关 06、 但 项 的 
下 标 是 任意 的 , 故 知 任意 两 个 非 零 项 之 比 必 为 正 数 . 反之 , 设 这 一 
条 件 成 立 ， 假定 10, 则 得 


leret. 十 中 | 一 |o|， + 各 


G1 
-i “十 一 a ) 


、 [el + 16, | 
(+ 


et | 


.0 9 $$ s ri . | [| 尖 四 


为 地 时 让 立 ， 


由 (10) 又 可 得 
[el = |(e 一 分 十 让 委 |g 一 0 十 12 
或 le 一 |s1s 一 多. 
周 理 | 中 一 ls| 生 |g 一 区, 这些 不 等 式 可 合并 为 


js 一 外 关 上 s| 一 | 中 |， 《12) 
当然 同样 的 估计 可 运用 于 |e 十 下. 
(10) 式 的 一 个 特殊 情形 是 下 面 的 不 等 式 
letriBl<lal+|Bl. (13) 
这 者 明 , 一 个 复数 的 绝对 值 不 天 于 其 实 部 及 庶 部 绝对 值 的 和 
尚 有 很 多 不 等 式 也 是 经 常 要 用 到 的 ， 其 证 明 稍 较 复杂 ， 就 中 
有 Cauchy 不 等 式 
. [GiBbi+ 二 GnDn|? 
(gs] 3 二 十 ]an|? (B51|? 十 … 十 15651?)， 
或 简写 成 
10 


Dy (14) 
要 证 明 上 式 , 令 和 代表 任 一 复数 ， 由 (7) 可 得 
Slo jh la 3 2Roi Bab (15) 
对 于 所 有 的 和 这 一 式 都 >0， 我 们 可 以 选 定 
Dab 
Sod? 


因为 如 果 分 母 等 于 堆 , 那 就 没有 什么 好 证 明了 . 这 样 的 选择 不 是 
任意 的 ,其 目的 是 使 (15) 式 尽 可 能 简单 。 代 入 (15), 经 简化 后 得 


和 = 


Cy 
Sal’ -TT >0, 
1 

PA 


这 一 式 与 (14) 式 等 价 

从 (15) 式 我 们 可 以 进一步 得 出 结论 ，(14) 式 的 等 号 当 且 仅 当 
与 素 成 比例 时 成 立 。 

Cauchy 不 等 式 也 可 用 Lagrange 恒等式 (1.4 节 习题 6) 证 明 ， 


习 . 题 


il1. 求证 ,如 果 |al <1, Pi 站 


. = ab <1 

2， 试 以 归纳 法 证 明 Cauchy 不 等 式 . 

3. 如 la < >0G 一 1 …, 9), 且 加 +2o 十 … 二 Xn 一 1 试 证 明 

jaal 十 Xaaa 十 … 十 和 nan] 一 二， 
4 证 明 : 复数 z 满足 
ls—al+ laal=2|c| 

的 充 要 条 件 是 14| 专 |c|， 如 果 这 一 条 件 满足 , 则 [sl 的 最 大 值 和 最 小 值 是 什 
和 3 
w 天 一 个 和 用 的 和 折 标 ,用 作 下 本 ,不 能 与 族人 相 记 、 避免 使 用 它 齐 似 


。 二。 


2 复数 的 几何 表示 


对 于 平面 上 一 个 给 定 的 直角 坐标 系 来 说 ,复数 4 一 a 十 绥 可 以 
用 坐标 为 (wx，B) 的 点 来 表示 。 这 是 一 个 常用 的 表示 法 , 并且 常 把 
点 &。 作为 数 a 的 同义词 . 第 一 个 坐标 轴 (z 轴 ) 称 为 实 轴 , 第 二 个 举 
标 轴 (y 轴 ) 称 为 虚 轴 ， 两 轴 所 在 的 平面 称 为 复数 平面 . 

几何 才 示 之 所 以 有 用 ,在 于 它 清晰 的 图 形 及 简 彻 的 术语 。 不 
过 ,我 们 取 如 下 观点 ， 分 析 中 的 所 有 结论 都 应 从 实数 性 质 ,而 不 是 
从 几何 公理 推导 出 来 ， 由 于 这 一 缘故 ,我 们 只 用 几何 作 描述 , 而 不 
用 作 正 当 的 证 明 , 除非 语言 是 如 此 显 匈 , 其 分 析 解 释 已 属 自明 .这 
一 看 法 使 我 们 对 儿 何 考虑 不 致 所 出 严密 的 要 求 , 


2.1 几何 的 加 法 及 乘法 
复数 的 加 法 可 以 想 条 为 矢量 的 加 法 . 设 一 个 复数 不 仅 以 一 点 


表示 ,而 且 以 个 由 原点 指向 这 一 点 的 矢量 表示 、 这 个 复数 , 这 一 
点 以 及 这 个 矢量 都 以 同一 字母 c 表 
示 ， 象 平常 一 样 , 任何 一 个 矢量 作 平 
行 移动 后 所 得 的 所 有 矢量 都 视 为 与 原 
矢量 恒 等 . 

作 一 矢量 5 使 其 起 点 与 失 量 4 

的 终点 重合 。 则 由 a 的 起 点 引 至 5 的 

图 1-1 矢量 加 法 终点 的 矢量 就 是 sc+1。 要 作出 差 
b 一 g, 可 由 同一 起 点 面 出 矢量 4 和 5, 则 由 < 的 终点 指向 5 的 终点 
的 矢量 就 是 8 一 a。 注意 6+D 及 6 一 5 是 以 a、5 为 边 的 平行 四 边 
形 的 两 条 对 角 线 (图 1-1). 

匀 量 表示 的 另 一 优点 就 是 矢量 c 的 长 等 于 ldj， 因此 点 与 
b 之 间 的 距离 为 ls 一 5|。 在 这 个 意义 上 , 三 角形 不 等 式 |#+ bi 所 
1al 十 [51 及 恒等式 |e+9)* 十 |a 一 6 上 ?一 2(|aj? 二 1851”) 就 成 为 熟知 
的 几何 定理 了 。 
. 。l2。 


点 5 及 其 共 罗 数 4 对 称 地 位 于 实 轴 的 两 边 ， 点 4 关于 虚 轴 的 
对 称 点 为 一 5g， 四 个 点 4 一 4 一 9 5 是 一 矩形 的 四 个 顶点 ， 两 坐 
标 轴 是 这 一 短 形 的 对 称 轴 . 
为 了 作出 两 个 复数 乘积 的 几何 解释 , 我 们 引用 极 坐 标 ， 如 果 
一 点 4o BB) 的 极 坐 标 为 (r, 9), 则 
w=7 008 09, 
有 =7ainyp. 
因此 4=at+iB=r(cosp+ising)， 在 这 个 复数 的 三 角 表 示 中 ,7 
永远 >0, 且 等 于 模 |a|. 极 角 史 称 为 复数 的 幅 角 ,并 以 arg a 表示 
之 . 
考察 两 复数 gli=9a(cos 由 十 Vsin 0t) 及 as 一 ga(cosps 十 jain gps), 
它们 的 积 为 
il = 7173[ (C08 1 C0 pa 一 Sin pisin pa) 
+élgin gicos gat cosgpr sin ga)], 
根据 余 蓄 及 正 芝 的 加 法 定理 , 上 式 可 简化 为 
al1G03 一 9iya[cos(O1 十 Pa) 十 sin(Pi 十 po)]. (16) 
由 此 可 知 乘积 的 模 为 ”ars, 幅 角 为 和 十 ts。 后 面 这 一 结果 是 新 的 ， 
可 用 下 式 表 示 : 
arg(g1082) 一 argoi 十 arga 《7) 
显然 , 这 一 公式 可 推广 至 任意 多 个 因子 的 积 ,因而 
积 的 由 角 等 于 各 因子 幅 角 的 和 . 
这 是 基本 的 规则 .这 一 规则 为 复数 的 几何 表示 作 了 有 力 的 论 
证 . 但 是 ,我 们 必须 切实 了 解 ,得 出 公式 (17) 的 方式 是 与 我 们 的 原 
则 违背 的 .首先 , 公式 (17) 是 角 的 关系 而 不 是 数 的 关系 , 其 次 ， 它 
的 证 明 要 用 到 三 角 学 . 因而， 我 们 还 须 用 分 析 的 词句 来 定义 幅 角 ， 
- 并 以 纯 分 析 的 方法 来 证 明 (17)， 我 们 现在 暂缓 来 作 这 个 证 明 , 仍 
然 从 一 个 不 十 分 严密 的 观点 来 讨论 (17) 式 的 结果 . 
首先 我 们 注意 0 的 幅 角 是 没有 定义 的 。 因此 ，(17) 式 只 有 在 
qt 及 ms 关 0 的 时 候 才 有 意义 。 其 次 , 极 角 在 许可 相差 360” 的 倍数 
的 条 作 下 才 呈 叭 一 确定 的 ， 因此 ， 如 果 我 们 要 从 数值 上 来 解释 
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《17) ,我 们 应 约定 360° 的 倍数 不 计 在 内 . 

由 (17) 式 可 得 积 gi 的 简单 几何 作 图 法 ， 显然 ， 以 0, 1, 4 
2103 a 为 顶点 的 三 角形 将 与 以 0, ga, W102 为 项 不 的 
三 角形 相似 .点 0, 1 m 及 @s 均 为 已 知 , 因 

此 , 由 相似 性 就 可 确定 出 点 si19a( 图 二 2). 


在 除法 的 情况 下 , (17) 变 为 
\ arg -2 ~arg aa 一 arg 1., (18) 
1 
0 i 其 几何 作法 仍 相同 ， 但 现在 的 相似 三 角形 为 


1-2 矢量 乘法 0, 1, 6i 及 0, ds/ 0g, 

注 ， 定 义 角 和 幅 角 的 一 种 可 接受 方式 是 应 用 熟知 的 微 积分 方 
法 , 它 把 一 段 圆 弧 的 长 度 表示 成 一 个 定 积分 。 这 导致 三 角 函 数 的 
正确 定义 ,导致 加 法 定理 的 计算 证 明 ， 

我 们 不 遵循 这 一 途径 的 理由 是 ; 复 分 析 与 实 分 析 不 同 , 它 提供 
了 一 种 远 为 直接 的 方法 .线索 可 从 指数 函数 与 三 角 函 数 的 直接 联 
系 中 找到 , 这 将 在 第 2 章 第 8 节 中 推导 , 那 时 读者 就 会 消除 对 完全 
严密 性 的 顾虑 。 


习 里 


1. 求 点 a 关于 坐标 轴 分 角 线 的 对 称 点 ， 
2. 求证 点 U1, Qo A3 在 而 且 只 有 在 
0 +a = Gogs + aaat 

时 为 等 边 三 角形 的 三 顶点 . 
” 8. 设 4 及 5 为 一 正方 形 的 两 个 顶点 , 求 所 有 可 能 情形 下 的 另外 两 个 项 
点 。 

4, 一 个 三 角形 的 三 顶点 为 a1 02， az， 试 求 其 外 接 加 的 加 必 \ 及 半径 . 将 
结果 写成 对 称 形式 ， 


2.2 二 项 方程 . 
"从 上 面 这 些 我 们 并 未 要 求 有 严格 证 明 的 结果 中 ， 可 得 
,14% 


6=Yteoso 二 isin 的 的 宕 为 
a"—7"(cognp + isinnp), (19) 
这 一 公式 在 n=0 时 显然 成 立 , 而 由 于 
oli=r-1(cos gp—ising)=7 [Teos( 一 p) 二 sin( 一 中 ]， 
当 7 了 = 工时 ,得 due Moivre 公式 
(Cos ly 十 Sin p)"=c0gnp+ dsin ng. (20) 
这 一 式 提供 了 将 cosngp 及 sinngp 以 cosg 及 sing 表示 的 最 简单 方 
法 . 
要 求 复数 4 的 m 次 根 ,必须 解 出 方程 


2 = 0. (21) 
设 4<0, 且 a=7(cosg+ssing), 
z=p{cos0+iain Od), 
则 (21) 式 变 为 
pr(cosgng +ésinng) —r(cosp+ising). (22) 


这 一 方程 当 p* 一 7?, 6 一 g 时 显然 成 立 。 因 此 得 所 求 根 为 
sd/ 7 (cos Ets sm 人)， 

式 中 M7 为 正 数 + 的 nm 次 正 根 . 

但 这 并 不 是 唯一 解 ， 事实 上 , 如 m6 与 9 相差 为 860” 的 整 信 
数 ， 则 (22) 式 仍 成 立 ， 如 角 以 弧度 计算 ， 则 一 周 角 等 于 2r， 因 此 
《22) 式 在 而 且 只 有 在 

0= +h. 2 
名 nN 


时 成 并 ,其 中 廊 为 任 一 整数 . 不 过 , 只 有 k=0, 1,…, n 一 1, 可 给 
出 不 同 的 > 值 . 因此 方程 ( 叶 ) 的 完全 解 为 
z= | cos (2+p 节 J 十 记 亚 )|， 


n 


k=0, 1, .…, n~1, 
一 个 不 等 于 罕 的 复数 的 n 次 根 有 % 个, 它们 的 模 都 相同 , 但 它 
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位 的 旺角 是 印 辣 卫 地 分 布 的 . 

从 几何 上 看 , % 次 根 的 全 部 正好 是 正 nn 边 形 的 各 个 顶点 ， 

4 一 1 的 情形 是 特别 重要 的 、 方程”*=1 的 根 称 为 1 的 mn 次 
. 根 ,如 令 


2m 2 


四 一 08 十 bsin 一 ~ Tr (28) 


则 所 有 的 根 可 表示 为 1，@%, ww?，…，w*+， 星 然 ， 如 以 尽 世 表示 4 
的 任 一 % 次 根 , 则 .n 次 根 的 全 体 可 表示 为 ” 
N/a (kh=0,1,.%,n—1), 


习 僵 
i, 试 以 eosp 及 sin9 表示 bo83p，cos dp, sin 59， 
2. 简化 
1+cosg-+cos2p+ .+cosng 
和 sing +sin 2p 十 … 十 sin mp。 ， 
3. 将 1 的 5 次 根 及 10 次 根 表示 为 代数 形式 ， 
如 @ 由 (23) 式 给 定 ， 求证 : 对 于 任 一 整数 六 只 要 及 不 是 % 的 信教 ,就 


I 
5. 求 一 oa 十 ou 一 … 二 (一 1 lo-bDa 的 值 ，， 


2.8 解析 几何 


在 古典 解析 几何 里 ， 一 个 轨迹 的 方程 宸 成 2 和 Yy 之 间 的 一 种 
关系 . 它 也 可 以 用 z 和 z 表示 ， 有 时 会 得 到 很 大 的 方便 ， 应 记 住 
药 是 一 个 复方 程 本 来 就 等 价 于 两 个 实 方程 ; 为 了 得 到 真实 的 轨迹 
这 些 方程 应 该 在 本 质 上 是 同一 的 . 

例如 : 贺 的 方程 是 jz 一 4| =7。 表 成 代数 形式 可 改写 成 

(2 一 的 (2 一 和) =72, 
这 一 方程 在 复 共 二 下 是 不 变 的 这 一 事实 说 明 它 代表 一 个 单一 的 - 
实 方程 . 
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复 平 面 上 的 一 条 直线 可 用 参数 方程 ?= 6 十 站 给 出 ， 这 里 ac 和 
6 都 是 复数 ， 且 2 关 0; 参数 上 取 毅 所 有 实数 值 . 两 方程 2- 十 上 8 
”和 ?=4d 十 好 代表 同一 直线 ， 当 且 仅 当 & 一 4 和 都 是 b 的 实数 
售 数 . 当 忆 是 ?的 实数 倍数 时 , 这 两 条 直线 平行 , 如 果 了 是 5 的 
正信 数 , 则 它们 有 相同 的 指向 .一 条 有 向 直线 的 方向 可 用 arg5 来 
标志 .2 一 4 十 0t 与 2 一 8 十 0 之 间 的 夹 角 是 arg 7 注意 , 它 依 
赖 于 这 两 条 直线 命名 的 顺序 .如 果 bf2 是 纯 虚 数 , 则 两 直线 相互 
正 交 . 

求 直 线 与 圆 的 交点 .平行 线 、 正 交 直 线 、 切 线 及 类 似 前 问题 , 表 
示 成 复 形 式 时 ,一 般 会 变 得 特别 简单 . 

不 等 式 |z 一 4| <7 胡 示 圆 的 内 部 ， 类 似 地 ,有 向 直线 2 一 8+ 
在 Im(z 一 @)/5<0 时 确定 一 右 半 平面 , 而 当 Im(z 一 4)/2>0 时 确 
定 一 左 半 平面 、 易 证 这 个 区 别 是 不 依赖 于 参数 表示 的 、 


习 是: 


. G8 十 bz 十 C 二 0 在 什么 时 候 表示 一 条 直线 ? 

. 写 出 椭圆 , 双 曲 线 、 抛 物 线 的 复 形式 方程 . 

， 证 明 ; 平行 四 边 形 的 对 角 线 相互 平分 ; 靴 形 的 对 角 线 相互 正 交 ， 
， 解析 证 明 一 个 圆 的 平行 弦 的 中 点 都 在 垂直 于 该 弦 的 直径 上 ， 
. 证 明 , 过 a 和 1/5 的 所 有 圆 ,都 与 圆 |*|= 工 正 交 ， 


GT hi 二 


2.4 球面 表示 


引入 记号 oo 表示 无 穷 大 来 推广 复数 系统 0 在 许多 场合 都 是 
有 用 的 . 它 与 有 限 数 的 联系 是 通过 下 面 两 个 关系 式 来 建立 的 , 对 
于 所 有 有 限 的 w 4 二 ce= co 十 c 一 coi 对 于 所 有 的 0 关 0, 包括 05- 
coe, 有 . 
.co 一 co"0 = cc. 
不 过 ,在 遵从 算术 运算 规则 的 情形 下 ， 就 不 可 能 定义 co+co 及 
“0.co。 根 据 特殊 的 约定 ， 我 们 仍然 可 以 写 w/0 一 co(az0) 及 b/co 
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-0(5+co). 

在 平面 上 , 对 应 于 se 的 点 的 位 置 是 没有 的 , 但 我 们 还 是 可 以 
引入 一 个 “理想 "的 点 ， 称 之 为 无 穷 远 点 ， 平 面 上 的 所 有 点 连同 无 
穷 远 点 组 成 扩充 复数 平面 ， 我 们 约定 每 一 条 直线 都 要 通过 无 穷 远 
点 , 同时, 没有 一 个 半 平 面包 含 这 无 穷 远 点 . 

我 们 须要 作出 一 个 几何 的 模型 ， 在 这 个 模型 上 一 切 扩充 平面 
上 的 点 都 可 以 有 一 具体 的 表示 .为 此 , 考察 单位 球面 &, 它 在 三 维 
空间 中 的 方程 为 wt 十 码 十 信 一 I。 对 于 SS 上 的 每 一 个 点 , 除了 (0, 
0, 才 以 外 ,我 们 可 用 一 个 复数 
_ 1+ ra 

1— Zs 
与 之 对 应 , 这 个 对 应 是 一 对 一 的 . 事实 上 , 由 (24) 可 得 
|z|? 一 分 十 缀 1 十 ws 


(41— wa)’” 二 一 省 。” 


2 (24) 


因此 
|z| ?~1 


Ws 
3 zl 二 天" 


(25) 
同 理 可 得 


2 十 人 
好 一 一 一 一 
” 工 十 [2 开 


2 一 2 


WIT" 


(26) 


C9 


令 无 穷 远 点 对 应 于 (0， 
0, 1) 就 可 完成 球面 上 的 点 
与 复数 的 对 应 , 因此, 可 把 球 
面 作为 扩充 平面 或 扩充 数 系 
的 代表 ， 注 意 , zs 二 0 的 半球 
. ”对 应 于 圆 盘 |z|<<1, 而 ze>0 
图 1-3 球 极 平面 射影 的 半球 对 应 于 圆 盘 的 外 部 
1z| 之 1， 在 函数 论 中 , 球面 8 称 为 Biemann 球面 . 
如 果 复 数 平面 就 是 以 wx 轴 与 za 轴 分 别 为 实 轴 和 丰 轴 的 《wy， 
za) 平 面 , 则 变换 (24) 具 有 简单 的 几何 意义 ， 取 ?一 “十 匆 , 可 证 
, 18 。 


全 :和 一 1 = :va!: ra—1, (27 ， 
这 说 明 点 (2 y, 0)、 《wz， za, W383) 及 (0, 0, 1) 在 一 直线 上 .因此 ,这 
个 对 应 实际 是 以 (0, 0, 4) 为 中 心 的 中 心 投影 ,如 图 1.3 所 示 , 我 们 
称 之 为 球 极 平面 射影 ， 至 于 球 极 平面 射影 究竟 应 看 作 是 从 8 到 扩 
充 复 平 闸 芍 映照 ,还 是 反 过 来 , 这 从 上 下 文中 会 看 得 清楚 . 
在 球面 表示 中 ,对 于 加 法 及 屠 法 没有 简单 的 解释 , 其 方便 在 于 
无 穷 远 点 不 再 有 所 特殊 了 . 
从 几何 上 显然 可 见 球 极 平面 射影 将 z 平面 上 的 每 一 直线 变换 
为 S 上 的 一 个 通过 极 (0, 0, 1) 的 圆 , 其 逆 亦 真 ， 更 一 般 节 来 说 , 球 
面 上 的 任 一 圆 对 应 于 2 平面 上 的 一 个 圆 或 一 直线 ， 为 了 证 明 这 一 
点 , 设 球 上 的 一 个 圆 所 在 的 平面 为 wazi 十 oawa 十 oazs 一 oo， 此 处 ,我 
们 可 以 假设 咯 寸 虽 十 哈 一 二 且 0 和 oo<1.。 这 一 方程 以 z 及 z 表示 
时 就 有 下 列 形式 
ou(2+2) — ondl2—2) to 2 —1) =a |2|?+1) 
或 (00— 6a) (2 二 9) 一 A008 一 20sg 十 om 十 o 一 0. 
. 当 om 关 m 时 ， 上 式 是 一 个 圆 的 方程 ,而 当 m=as 时 ， 它 代表 一 直 
线 ， 反之 , 任 一 圆 或 直线 的 方程 都 可 写成 上 面 的 形式 . 因此 证 明 
了 对 应 是 一 对 一 的 ， 
不 难 算出 z 及 z 的 球 极 平面 射影 之 间 的 距离 d(z, ?). 2 及 
2 在 球面 上 的 对 应 点 以 Ct1， 22， 28s)、(vm1, 22， 约 ) 表 示 , 则 
(V1— 1) + (ve — to) + (va — Ws) 
=2—2(w0 十 Yat Vata), 
由 (35) 及 (36) 式 ,经 过 简单 运算 后 得 
VIN + Vas | Wats 
1) 
CTT [a IT 
+s2DH+|s YD) 2 2 |? 
地 十 | 的 人 十 | | 


最 后 得 


2 2 一 党 | 
Le 2 i 一 i 
VD 


当 > oo 时 ,上 式 变 为 


2 
d(2, co) ER 


习 ” 题 


1. 试 证 明 4 及 对 应 于 Riemann 球面 上 一 直径 的 两 端点 的 充 要 条 
件 是 82' 二 一 1. 

2. 一 个 立方 体 的 所 有 项 点 都 在 球面 8 上 ， 其 各 棱 平 行 于 坐标 轴 ， 试 求 

其 各 项 点 的 球 极 平面 射影 . 

| 3， 斌 为 一 般 位 置 上 的 正四 面体 解 同样 问题 . 

4. 设 z 及 z 的 球 极 平面 射影 为 各 及 吃 ， 并 设 为 北极 ， 求证 三 角形 
N2ZG 及 Nas 相似 ,并 出 此 导出 (28) 式 . 

5. 在 平面 上 有 一 个 图 ,其 圆心 为 %， 半 径 为 RE 试 求 这 一 圆 的 球面 象 的 
半径 ， 
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第 2 章 复 函 数 
1 解析 函数 的 概念 导 引 


复 变 函数 论 的 目标 是 把 微 积 分 推广 到 复 域 .微分 和 积分 两 着 
都 获得 了 新 的 深度 和 意义 ， 但 是 ， 可 应 用 的 范围 却 变 得 非常 狭 害 
了 .事实 上 , 内 有 解析 函数 或 全 纯 肖 数 可 以 自由 地 进行 微分 和 积 
分 ， 它 们 是 法 文 “Théorie des fonotions” 或 德 文 “Funktionen- 
theorie” 意义 下 唯 有 的 真正 的 “函数 ”. 

然而 , 我们 将 按 近 代 意 义 来 使 用 “函数 "这 一 词 . 因此 , 在 涉及 
复数 的 时 候 , 我 们 必须 考虑 四 种 不 同类 型 的 函数 一 个 实 变数 的 实 
函数 ; 一 个 复 变 数 的 实 函 数 ; 一 个 实 变数 的 复 阔 数 ; 一 个 复 变数 的 
复 函 数 ， 在 实用 上 , 我 们 总 用 字母 ? 和 表示 复 变 数 ， 这 样 , 为 了 
表明 一 个 复 变数 的 复 函 数 ,我 们 用 记 法 w= (2) @、 记 法 y=f(2) 
将 在 两 可 情况 下 使 用 , > 和 yy 既 可 以 理解 为 实 的 , 也 可 以 理解 为 复 
的 .如 要 指明 一 个 变数 确定 地 限于 取 实 数 , 通常 就 用 t 表示 , 根据 
这 些 规 定 , 我 们 并 不 取消 早先 在 记 法 =z 二 多 中 4% 与 自动 地 意 
味 着 实数 的 约定 . 

定义 函数 的 规则 应 该 用 简洁 而 不 含混 的 词句 来 阐述 . 换 育 之 ， 
所 有 的 函数 都 必须 是 确切 定义 的 ， 因 而 ， 在 另 有 说 明 以 前 是 单 值 
的 @. 

一 个 函数 不 必 对 自 变数 的 所 有 值 都 有 定义 ， 暂 时 我 们 故意 降 


@@ 近代 学 生 部 让》 3， 了 代表 尼 数 ,f (区 代表 函数 的 值 。 但 是 ,传统 上 分 析 学 汪 
惯 于 并 继续 说 “函数 7 0 
过 我 们 有 时 用-: 单 值 函数 ? 这 个 词 来 强调 : 对 变量 的 每 一 个 值 ， 画 数 只 有 一 个 
值 。 
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低 点 集 论 的 作用 。 因此 我 们 仅 作 非 正规 的 规定 , 每 一 个 函数 都 定 
义 在 一 个 开 集 上 , 这 是 指 : 如 果 了 (o) 有 定义 , 则 f(s) 对 充分 接近 4 ， 
的 所 用 有 定义 ， 点 集 拓扑 的 正式 处 理 将 推迟 到 下 一 章 . 


1.1 极限 与 连续 性 


我 们 采用 下 面 的 基本 定义 : 
定义 工 我 们 称 画 数 .Foz) 当 2 趋 于 “时 具有 极限 4, 沁 为 


lim jz) =4， (1) 
是 指 = 清 丰 下 击 的 计 取 条 伯 


ee 


se 


<6, EE 重 有 TO ae 

这 一 定义 中 所 用 的 只 能 是 绝对 值 . 由 于 绝对 值 概念 对 复数 和 
实数 都 有 意义 ,因此 , 不论 变数 4 和 函数 Fe) 是 实 的 还 是 复 的 , 这 
一 定义 都 可 以 适用 . 

我 们 有 时 用 另 一 种 较 简 单 的 记 法 ; 当 z->6 时 Fe) 一 4 

当 & 或 4 是 无 穷 大 时 , 相应 的 定义 有 儿 个 熟知 的 变 式 .， 在 实 
数 的 情形 ,我 们 可 以 区 别 极限 十 co 与 一 o2, 但 在 复数 的 场合 ,只 
有 一 个 无 穷 大 极限 ,希望 读者 自己 作出 一 个 概括 一 切 可 能 的 正确 
定义 . 

关于 和 、 积 及 商 的 极限 的 熟知 结果 在 复数 的 情形 下 仍然 有 效 . 
事实 上 , 这 些 结果 的 证 明 只 与 绝对 值 的 性 质 有 关 , 这 些 性 质 是 

lab|=iol:.|6|, lai+b|<iol+|bl. 
条 件 (DD 显 然 等 价 于 z 
lim f(w) = (2 


由 (1》 肥 (2) 可 得 
B BR :Re 4, 

im ef (wv) 一 Re (3) 
jim Imf(%)=Im A, 


反 过 来, 了) 就 是 (3) 的 结果 . 
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函数 fw? 称 为 在 点 4 连续， 必须 面 且 只 须 lin ja) = 了 (0)， 
组 在 另 作 解 释 ， 一 个 连续 函数 就 是 在 所 有 各 点 上 都 连续 的 画 沟 . 

两 个 连续 画 数 的 和 f(t) 十 9 (及 积 f(2)g(w) 仍 然 是 连 绿 的 ， 
为 要 商 f(w)/9(z) 在 点 4 有 定义 且 连 续 , 必须 而 且 上 只 须 g(@) 0. 
如 果 了 (2) 连续 , 则 Ref(%), Im f(s) 及 1f(w)| 均 连续 . 

一 个 函数 的 导数 定义 为 一 特殊 的 极限 ， 对 它 的 研究 可 以 置 侄 
数 为 实 的 还 是 复 的 于 不 间 。 形式 的 定义 是 


PO-im fA. 0 


对 于 和 、 积 及 商 的 一 般 求 导 法 则 全 部 有 效 .， 复合 函数 的 导数 用 链 
导 法 确定 ， 

在 实 的 自 变 数 与 复 的 自 变 数 之 间 还 是 有 着 一 个 基本 的 区 别 
的 。 为 了 说 明 六 一 点 ， 令 7) 为 复 变数 2 的 一 个 实 信 济 数 ， 并 没 
它 在 点 z=4 可 导 . 则 一 方面 , 产 (@) 是 实 的 ,因为 它 是 商 

Tee fio 


人 但 在 另 一 方面 , 它 也 是 商 
1 Fe 十 坟 ) 一 Fe) 


的 极限 ,因此 是 一 纯 虚 数 . 所 以 (0 业 肌 为 由 此 可 知 ， 一 个 
复 变 数 的 实 值 函数 或 者 其 导数 为 去， 或 者 其 导数 不 存在 ， 
一 个 实 变 数 前 复 值 函数 可 以 转化 为 实 的 情形 。 如 令 
Zé) =) tg), 
则 
(P= (t+ (), 
zt 蕊 的 存在 狂 汉 于 2 及 9 的 同时 存在 ， 复 数 式 的 记 法 还 是 有 
着 某 些 形式 上 的 方便 , 放弃 这 种 记 法 是 不 智 的 . 
相反 ， 一 个 复 变数 的 复 值 函数 的 导数 的 存在 对 函数 的 结构 性 
具有 重大 的 意义 ， 这 些 结果 的 研究 就 是 复 变 函 数论 的 中 心 内 
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1.% 解析 函数 


在 贾 数 有 定义 的 每 一 点 上 具有 导数 的 一 个 复 变 数 的 复 值 函 数 
组 成 解析 函数 类 ,用 全 纯 耳 数 这 一 词 具 有 完全 相同 的 意义 ,就 这 一 
开始 研究 的 目的 来 说 ,读者 可 以 首先 设想 定义 在 爹 平面 上 的 函数 . 

两 个 解析 函数 的 和 或 积 仍 是 解析 的 。， 同样 ,两 个 解析 函数 的 
商 了 (2)/9(?), 具 要 9g(2) 不 等 于 零 , 也 是 解析 的 . 在 一 般 的 情形 下 ， 
必须 除去 使 9g(2) 一 0 的 点 .严格 地 说 , 这 种 完全 是 典型 的 情形 将 不 
列 在 我 们 讨论 范围 之 内 , 但 我 们 所 得 的 结果 , 除了 应 作 一 些 明显 的 
修正 之 外 ,显然 普遍 有 效 . 

导数 的 定义 可 以 重 写成 如 下 的 形式 

f°(2) =lim ath -7 


7 0 
于 是 得 知 .六 2) 必 须 是 连续 的 . 上 
FEth) FE) = hf 2th) — fA 
可 得 lim{f (s+h) ~f(2)]—0.f() =0. 


此 外 ,如 置 fj) 一 we) 十 训 ( 人 2， 则 知 LO 及 (2 也 都 是 连续 的 . 
差 商 的 极限 不 论 六 以 怎样 方式 趋 近 于 零 都 应 相同 ， 如 果 我 们 
为 选取 实数 值 , 则 虚 部 % 应 保持 为 常数 , 这 时 的 导数 变 为 对 2 的 
储 导 数 ， 因 比 


Ou Ov 
FO- 人 -ti Wy 
同样 , 如 我 们 为 & 选 定 纯 虚 数值 访 ， 则 
J 4 Fz+ih)— f(z) .Of _ ,on 
flimn ‘yy 


由 此 可 知 了 (2) 应 满足 偏 微分 方程 


Of, ; 获 ， SN 
Dr 5 


这 一 式 可 分 解 为 两 个 实 的 方程 


Bu Oy Ou Oy 
A 6 
ax mW’ 2 Ov* (6) 
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这 是 Cauchy-Riemann 微分 方程 ,应 为 任 一 解析 乔 数 的 实 党 
和 堪 部 所 满足 0. 

应 当 指 出 ，(6) 式 中 四 个 偏 导 数 的 存在 是 由 f(z) 的 存在 所 让 
定 的 ， 应 用 (6) 式 ， 我 们 可 以 为 产 ( 轨 写 出 四 个 形式 上 不 同 的 表示 
式 , 其 最 简单 的 是 


例如 ,对 了 于是: 产 信 ) | 有 


DP) 


_ Ou Or Ou Ph 


ar Oy WW 2 
最 后 一 式 表 明 |f(2)|? 是 tt 及 4 关于 ww 及 1 的 Jacobi 行 列 式 . 
后 面 我 们 将 证 明 任 一 解析 冰 数 的 导数 本 身 也 是 解析 的 . 要 所 
这 一 事实 可 知 4 及 "将 具有 各 阶 连 续 仿 导数， 特别 是 其 混合 导 煞 
了 让 相 等 据 此 , 时 (6) 可 得 


On Ou 
一 -一 二 人 
1 Os Oy » 
DO Ow 
Bt 0. 


满足 Laplace 方 程 f=0 的 函数 久 称 为 调和 也 数 。 因此 , 一 
个 解析 函数 的 实 部 和 虐 部 是 调和 的 . 如 果 两 个 调和 函数 4 及 ? 满 
足 anchy-Riemann 方程 (6)， 那 么 ? 就 称 为 是 4 的 共 罗 调 和 二 
数 ， 实 际 上 , * 只 能 确定 到 不 计 一 个 附加 常数 ,因此 用 定 冠 词 虽然 
出 于 惯例 , 却 不 是 非常 确切 的 。 在 同样 的 意义 下 , 4 是 ~Y 的 共 罗 
调和 道 数 . 

在 这 里 我 们 不 准备 讨论 可 加 于 调和 函数 的 最 弱 的 正规 条 人 御 . 
不 过 ， 我 们 要 证 明 由 一 对 共 轿 调和 函数 所 确定 的 函数 + 入 永远 
是 解析 的 , 为 此 , 我 们 作出 明确 的 假设 , 设 及 % 具 有 连续 的 一 阶 
偏 导 数 . 在 微 积分 学 中 曾经 证 明 ， 正 是 在 这 些 正规 条 件 之 下 ， 可 
chv (1789~1857) 及 了 ,Riemann (1826~1866) 补 公认 为 是 复 赤 下 并 
论 的 首创 者 。，Riemann 的 工作 着 重 于 几何 方面 ; 而 Cauchy 则 着 重 于 纯 分 析 方面- 


ee 


wsth, y+b) wus, 由 -名 hr bd- es 


y(t+h, y+ hb vy, -eh 本 


式 中 81，ss 趋 于 零 较 快 于 1 十 这 , 即 当 十 庄 >0 时 ， 
81/ ( 关 十 1) 一 0，sa7 (天 二 这) 一 >0. 

取 记 法 7 一 wo WD +in(e, Y), 

由 关系 式 (6) 得 


f(z+ hiip) f(D) = (她 人 二 Li 


因此 lim tt du, <- 


h+ik—0 Dr 于 ”“ 


因此 f(z) 是 解析 的 . 
2 wv, Y) 和 和 vs, 引 具 有 满足 Canoby- Riemann. 方程 的 过 


-ee 


一 个 调和 本 数 脱 关 氏 函数 可 以 用 积分 来 求 得 在 一 些 简单 的 
场合 ,计算 可 做 得 很 明显 .例如 ,4%=o2 一 F 是 调和 的 , 而且 
-2 下 -一 2 
与 之 共 固 的 函数 因此 必须 满足 


5 —2y, 灵 -2z 


从 第 一 式 得 ?= 2zy+92(y)， 其 中 p( 轨 是 9 独自 的 函数 ， 代 入 第 
二 式 得 p(y) 一 0 因此 p(y) 为 一 个 常数 , 故 得 只 一 的 最 一 般 的 
， 共 二 函 数 是 2zg 十 c， 其中。 是 一 常数 ， 注 意 到 达 一 妇 十 25aogy 一 刀 
故 知 具有 实 部 2 一 上 的 解析 函数 为 2 十 各。 

这 里 有 一 个 有 趣 的 形式 方法 ， 它 可 以 使 解析 函数 的 本 质 格 外 
突出 ， 我 们 提出 这 一 方法 的 同时 要 明白 地 告诉 读者 , 这 一 方法 纯 
粹 是 形式 的 , 不 具有 任何 证 明 力 . 

考察 两 个 实 变数 的 复 值 函 数 了 (%, y)。 引 进 复 变数 2 二 s+ 亡 
-26 。 


及 其 共 印 数 z 一 2 一 记 , 则 
一 1 Li 3 


采用 这 样 的 变数 变换 就 可 把 f(z, y) 考虑 为 2 及 了 的 函数 ， 而 把 > 
及 z 作为 自 变 数 (它们 实际 是 互相 共 轿 的 ,但 我 们 暂 不 注意 及 此 ). 
如 微分 法 则 可 用 , 则 可 得 
。 f 。 
这 些 表 示 式 在 作为 极限 定义 时 并 没有 什么 方便 的 地 方 ， 但 我 们 仍 
然 可 以 把 它们 作为 对 于 z 及 3 的 形式 导数 ， 与 (5) 式 比较 就 可 知 
解析 函数 是 以 条 件 8f/82==0 为 其 特征 . 因此 ,我 们 不 妨 说 : 一 个 解 
析 函 数 与 了 无关, 而 是 z 独自 的 函数 
这 就 是 我 们 把 解析 函数 看 作 确 实 是 一 个 复 变数 的 函数 而 不 称 
之 为 两 个 实 变数 的 复 值 函 数 的 理由 . 
根据 同样 的 形式 论断 , 我 们 可 以 导出 一 个 极其 简单 的 方法 , 利 
用 这 一 方法 ， 可 以 不 必 应 用 积分 ， 就 能 算出 实 部 为 已 知 调和 函数 
ww, gy) 的 解析 函数 A(z)。 首先 我 们 注意 到 共 亏 画 数 成 2 对 > 的 
导数 为 零 ， 因 而 可 以 把 它 看 作 是 z 的 函数 ; 我 们 以 了 (2) 表示 这 一 
函数 .用 这 一 记 法 可 立 出 如 下 的 恒等式 ， 
us, = (otiy) +7(w i)]. 
我 们 有 理由 相信 这 是 一 个 形式 恒等式 , 因此 当 wm y 即使 是 复数 时 


也 成 立 ， 如 以 z= 二 ,9 一 二 代入 ,得 


局 


us/2, 2/28) = 于 [7 二 CO)]， 


由 于 所 需 确 定 的 fs) 可 相差 一 个 纯 虚 数 常数 ， 所 以 我 们 尽 可 以 设 
f(0) 为 实数 ,因而 了 0) 二 w(0, 0)， 这 样 , 函数 2) 可 用 如 下 的 公 
式 计算 

f=2u32, /2) —u0, 0), 
一 个 纯 虚 数 常数 可 任意 加 入 . 
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在 这 一 形式 中 ， 所 用 的 方法 显然 只 限于 w(z, 屹 是 w 多 的 有 
理 通 数 的 情形 ， 因 为 这 函数 对 自 变 数 的 复数 值 必 须 具 有 意义 。 汉 
无 疑问 ， 这 一 方法 可 以 推广 到 -- 般 的 情形 而 且 可 以 作出 完全 的 证 


四 , 


习 题 


1. 如 9Cw) 及 f(g8) 都 是 解析 函数 , 试 证 明 9(}(#)) 也 是 解 沂 函数， 
2， 试 对 函数 刀 及 如 证明 Cauchy-Riemann 方程 . 
3. 试 求 形 如 9423 十 bry 十 cX 妨 98 的 最 一 般 的 调和 多 项 式 . 用 积分 法 
及 形式 法 确定 共 罗 调 和 函数 及 对 应 的 解析 通 数 ， 
4. 试 证 明 一 个 非常 数 的 解析 函数 不 能 具有 常数 的 绝对 值 。 
， 斌 严 烙 地 证 明 冰 数 Fe) 及 . 疙 是 同时 解析 的 。 
， 试 证 明 函 数 xi 及 w(?) 是 同时 调和 的 ， 
， 试 谋 明 一 个 调和 手数 必 满 足 形式 微分 方程 


A 


OW 
OgO8 


~ CO tr 


4.3 多 项 式 


每 一 个 常数 是 导数 等 于 零 的 解 术 函数 .最 简单 的 非常 数 僻 解 
析 冰 数 是 & 其 导数 为 I。 由 于 两 个 解析 表 数 的 和 及 积 仍 是 解析 
的 ,因此 任 一 多 项 式 

P(2) =Qo 二 G1 十-… 十 Gn 27) 
必 是 一 个 解析 函数 ， 它 的 导数 是 
P’(z) =a1+268 二 二 Nan 1 

(7) 式 的 记 法 应 要 求 a 天 0, 因此 这 一 和 多项式 称 为 % 次 多 项 式 ， 常 
数 0 也 可 作为 一 个 多 项 式 @, 但 在 很 多 方面 都 是 除外 的 ， 在 我 们 的 
讨论 中 将 不 包括 这 一 情形 . 

当 n>>0 时 ,方程 P(x) 0 至 少 有 一 个 根 ， 这 就 是 所 谓 代数 学 


全 ”在 形式 上 ,如 把 常数 0 作为 一 个 多 项 式 , 则 其 次 数 为 一 co。 
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多 基本 定理 , 我 们 将 在 以 后 证 明 ， 如 了 P(e) =0， 在 初等 代数 主 中 
曾 证 明 P32) 一 (2 一 04) 了 Pi()， 此 处 Pi(2) 是 n 一 1 次 多 项 式 ， 异化 
这 一 过 程 ,最 后 即将 卫 %2) 完 全 本 成 因 式 ; 

Pl2) = an 2—0) (3— 2) (2— Cn), (8) 
此 处 oa aa，…，o 不 必要 全 部 相 异 .从 上 面 的 因子 分 解 中 十 二。 
的 合 蜡 于 ooaa a, …, 0% 时 P(z) 不 会 等 于 零 ， 此 外 , 除了 因子 
的 次 序 之 外 ,因子 分 解 是 唯一 确定 的 . 

如 果 确 定 有 个 ow 重合， 它们 的 公共 值 称 为 PLz) 的 天 阶 有 过 

点 .由 此 可 知 一 个 多 项 式 的 零点 的 阶 数 的 总 和 等 于 多 项 式 的 次 
数 .更 简单 地 说 ,如 果 每 一 个 零点 有 儿 阶 就 算 几 次 , 那 末 , 一 个 皇 次 

一 个 零点 的 阶 数 也 可 以 从 了 (2) 的 逐次 导数 在 2 一 x 时 的 值 

来 确定 。 设 是 一 个 及 阶 零 点 ， 则 了 3) 一 一 0)*Pri(， 其 中 

了 il) 关 0， 逐 次 求 导数 得 
Plo)=P'(@)=.…= P(g) =0, 
Pa) 天 0， 换言之 ,一 个 零点 的 阶 数 恰 等 于 各 阶 导数 中 第 i 不 

等 于 零 的 导数 的 阶 数 .1 阶 零点 称 为 单 零 点 , 并 以 条 件 Pon = 
P(e) 天 0 为 其 特征 . 

作为 一 个 应 用 ,我 们 来 证 明 下 面 的 Lueas 定理 ， 
定理 1 如 梁 多 项 式 (2) 的 所 有 零点 都 位 于 一 个 半 平 面 上， 
则 导数 Pw) 的 折 有 零点 也 位 于 同一 半 平 面 上 ， 
从 (8) 得 
Pz) __1 1 


Plz)  g— mt go— Qn " 《9) 


假定 半 平 面 鼠 定义 为 平面 上 使 Im(z 一 o)72<0 的 那 一 部 分 (网 第 
于 章 第 2.3 节 )， 如 果 史 在 总 上 而 2 不 在 , 则 


名 一 


2— 人 FF 一 化 
b b 
但 是 倒数 的 虚 部 具有 有 相反 的 符号 ， 因 此 , 在 同一 假设 条 件 下 ， 

Im pz 一 ao 1<0, 
如 果 这 对 于 所 有 的 8 为 真 , 则 从 (9) 得 


In >0., 


Tm BP - NTIm _? _-0 


| 2 ~ 
因此 了 ()##0. 
这 个 定理 的 简明 形式 告诉 我 们 : 包含 P(s) 诸 零点 的 最 小 四 多 
边 形 也 包含 P(z) 的 所 有 零点 . 


1.4 有 理 函 数 
现在 考虑 作为 两 个 多 项 式 之 商 的 有 理 函 数 
_ Plz) 


最 主要 的 我 们 设 P(z) 及 Q@ 人 2) 没有 公 因子 ， 因 而 没有 公共 零点. 
Biz) 在 Q(2) 的 零点 上 将 取 值 2， 因此 ， 我 们 应 把 它 看 作 是 扩充 
乎 而 上 的 一 个 函数 ,而 且 它 是 连续 函数 ，@(2) 的 零点 称 为 RCz) 的 
极点 ,根据 这 一 定义 可 知 一 个 极点 的 阶 数 就 等 于 Q(z) 的 对 应 零点 
的 阶 数 . 

导数 


R'(s) = Par (11) 
仅 当 Q(2) 卫 0 时 存在 ， 不 过 , 责 (s) 作 为 一 个 由 (11) 式 右边 所 定义 
的 有 理 函 数 来 看 ， 它 应 与 BRC) 具有 同样 的 极 , 但 每 一 个 极 的 阶 数 
则 增加 1， 如 Q@() 具 有 重 零 点 ， 则 应 注意 表达 式 (11) 并 不 以 既 约 
的 形式 出 现 . 

各 果 令 变数 2 及 汕 数 RCz) 都 以 整个 扩充 平面 为 取 值 范围 ,中 
可 得 较 大 的 一致 , 我 们 可 以 把 有 (oo0) 定 义 为 RGz) 当 s->o0 时 的 
限 ,但 这 一 定义 不 能 确定 co 处 的 零点 或 和 点 的 阶 数 ， 因 此 ,可取 
函数 有 (二 ) 来 研究 ,这 .一 函数 可 作为 新 的 有 理 函数 Bit(s) ,而 令 

Riloo)= Ri(0). 
如 及 (0) 一 0 或 co， 则 co 处 的 零点 或 极点 的 阶 数 就 定义 为 BC) 
在 原点 处 的 零点 或 极点 的 阶 数 . 


> 十 Gain” 
Bz) = 
节 、 J bo 十 Di2 士 于 Dg 到 
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则 下) 一 er 一生 QoS 二 as 十 -L 。 a 
从 bo mE Os i - 了] TD 


还 处 “或 属于 分 子 , 或 属于 分 母 . 因 蜗 ， m>n, 刚 RL}: oo 
人 处 具有 一 个 mw 一 % 阶 零点, 加 % 达 nn, 则 cc 处 的 点 如 一 9 一 六 给 极 
点 ,如 4 和 一 多 ， 则 


Roc)=6,/0,A0, 00, 

现在 我 们 可 以 计算 一 下 扩充 平面 上 零 扎 及 极点 的 总 数 ， 过 一 
计算 指出 : 零点 的 数 明 , 包括 oo 处 指 零 点 在 内 ， 等 于 各 见 两 数 中 
较 大 的 一 数 , 极点 的 数 且 也 如 此 零点 和 极点 的 这 一 公共 数 夭 为 
他 再 通 数 的 阶 数 . 

如 ea 为 任 一 党 数 ， 函 数 已 (一 4 与 R(%) 具 有 同样 多 的 设 点 ， 
因 比 具有 相同 的 阶 ， Rtz) 一 a 的 过 点 是 方程 (5) a 的 根 , 如 果 
它 的 根 按 零 点 有 几 阶 算 几 次 , 那么 可 得 如 下 结果 ; 

一 个 卫 阶 的 有 理 冰 数 BR(z) 具 有 Pp 个 零点 和 2p 个 极点 ,每 一 个 


ss 


方程 Bts) 4 恰 有 p 个 根 . 


一 个 一 阶 的 有 理 函 数 是 线性 分 式 
YN 一 ol 十 B 
SO 一 罗 ， 


其 中 og- 一 By 关 0， 这 样 的 分 式 或 线性 变换 将 在 第 3 章 第 3 节 详 细 
研究 .暂时 我 们 仅 指 出 方程 吧 = 总 人) 恰 有 一 个 根 , 事 实 上 , 有 
_ Ql _ 6w—pB 
Z=S"1(W)=——— 个 — 


一 ?十 G“ 
变换 8 和 8-+ 互 为 道 变换 . 
线性 变换 z+a 称 为 一 个 平移 . 1/z 称 为 一 个 反 演 .前 者 太一 
个 不 动 点 在 oo, 后 者 将 0 和 cc 互 换 . 
每 一 个 有 理 函 数 具 有 一 个 部 分 分 式 表 示 ， 为 了 导出 这 一 表示 


式 ,我 们 先 设 BR(%) 在 co 具有 一 个 极点 ， 以 @(z) 除 了 (zs), 求 其 商 ， 
至 余数 的 次 数 不 大 于 分 母 的 次 数 为 止 。 则 结果 可 写 为 
R(z)—G(s)+ H(z), (12) 


式 中 G(%) 是 一 个 没有 常数 项 的 多 项 式 , 卫 (z) 在 co 处 是 有 限 的 ， 
Giz) 的 次 数 是 ce 处 极点 的 阶 数 ， 多 项 式 Ge) 称 为 召 G) 在 oo 处 


. I. 


设 R(%) 的 有 限 的 极点 为 Bi, Bs,…，Ba, 这 些 极点 互 不 相同 ， 
函数 情 ( Bi 二) 是 的 有 理 函 数 ,具有 一 个 极点 在 6 一 oo， 应 用 
(12) 的 内 提起。 可 写 为 
R (B+F) -0 + HO), 


或 者 ， 作 变数 变换 Bi 二 + 也 得 


"oa (Em) (rm) 
此 处 (二) 是 二 万 的 多 项 式 ,不 具有 常数 项 称 为 R() 在 


BB; 处 的 奇 部 . 2 8- ) 当 : 一 Bi 时 是 有 限 的 ， 
现在 我 们 考察 表示 式 z 
Re) -G00) -ST (ss). (13) 
这 是 一 个 有 理 函 数 , 它 不 能 有 异 于 Bi， Bs,…， Ba 及 co 的 极点 . 在 
:= 局 处 , 变 为 无 穷 大 的 二 项 之 郑 为 是 (一), 它 具有 有 限 的 家 


限 .在 =oo 时 也 如 些 . 因 些 ,(18) 式 既 没有 任何 有 限 的 极点 , 也 
没有 在 se 的 极点 .一 个 不 具有 极点 的 有 理 函 数 应 转化 为 一 常数 ， 
如 将 这 一 常数 并 入 G(z), 则 


~ 二 [ed Sn ; I 
BR) -0 + (os). 
一 表示 式 是 第 积分 学 中 部 知 的 公式 ， 它 在 积分 理论 中 被 作 


和 个 二 站 的 手段， 但 是 ， 这 一 公式 只 有 在 引入 复数 以 后 才 趋 于 
完整 。 


(14) 


习题 


i. 试用 上 述 方法 将 下 式 分 解 为 部 分 分 式 ， 


Do 
和 


+ 工 
路 一 ”2 十 (08 十) 
2. 如 果 入 是 一 个 多 项 式 , 具有 不 同 的 根 ou，…，or 而 已 是 次 数 <% 的 
多 项 式 ,证 明 
P(g Cy Pla; 
0 各 可 a ay : 
3. 使 用 上 一 习题 的 公式 证 明 ; 存在 唯一 的 一 个 次 数 << 的 多 项 式 了 , 它 
在 点 mx 到 给 定 值 c:(Lngrange 插值 多 项 式 ). 
4， 在 单位 图 周 1z| 一 上 有 绝对 值 1 的 有 理 隙 数 的 一 般 形式 怎样 ?特别 ， 
零点 和 极点 相互 间 有 何 关 系 ? 
3， 如 果 一 个 有 理 酒 数 在 1#| =1 上 是 实 的 ,其 零点 和 极点 的 分 布 怎样? 
6. 如 果 有 R(8) 是 如 阶 有 理 孙 数 , 问 有 BC(8) 的 阶 有 多 大 和 多 小 ? 


2 震级 数 的 基础 理论 


多 项 式 和 有 理 汤 数 是 极为 特殊 的 解析 函数 . 要 得 到 较 大 鸣 类 ， 
设 简 易 的 方法 是 作 极限 .例如 , 收 伍 级 数 的 和 就 是 这 样 一 个 极限 ， 
如 果 级 数 的 项 都 是 一 个 变数 的 函数 , 则 和 也 是 这 变数 的 函数 , 而 如 
果 项 都 是 解析 陨 数 , 那么 和 也 将 是 解析 的 、 

在 项 为 解析 函数 的 所 有 级 数 中 , 以 复 系 数 寡 级 数 为 最 简单 .本 
节 只 研究 里 级 数 的 最 基本 的 性 质 ， 在 我 们 还 没有 能 证 明基 一 般 的 
性 质 ( 依 束 于 积分 的 那些 性 质 ) 之 前 就 作 这 样 的 介绍 ， 其 动机 是 出 
于 我 们 需 用 客 级 数 去 构造 指数 孟 数 (第 3 节 ). 


2.1 序列 


序列 {4an}? 称 为 具有 极限 4， 如 果 对 于 任 一 >>0， 存 在 一 个 
na， 只 要 wa, 便 有 |6 一 A4| <<s。 一 个 具有 有 穷 极限 的 序列 称 为 
收 合 的 ; 反之 , 任 一 个 不 收敛 的 序列 称 为 发 散 的 . 如 果 Lm ov 一 co， 
则 说 这 一 序列 发 散 到 无 穷 

只 有 在 极为 特殊 揭 情 况 下 ， 才 能 用 求 出 极 眼 的 办 法 来 证 明 序 
列 的 收敛 性 ， 因此, 极端 重要 的 是 要 找 出 一 种 方法 ,用 它 可 以 在 极 
限 即 使 不 能 明显 地 确定 的 情况 下 记 能 证 明 其 存在 ,一 个 符合 于 
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这 一 且 的 的 检验 法 徐 为 Cauehy 检验 法 ， 一 个 序 玖 众 为 村 本 泽 列 
芭 Cauchy 序列 ,如果 它 满足 下 列 条 件 ; 给 定 任 一 s>0, 存在 一 全 
mo 只 要 9 关 1io 和 rw 宇 10, 恒 有 有 14, 一 Ql 过 5，Cauchy 条 和合 为 

一 个 序列 收敛 的 充分 必要 条 件 是 这 一 序列 为 一 个 Catohy 二 
人 

这 条 件 的 必要 性 是 明显 的 ， 如 果 ar>4, 网 可 以 找到 一 个 ma， 
使 得 对 于 wo 有 | 人 一 4 二 8/2 成 立 ;对 于 mm、 nn 之 no, 根据 三 角 
不 等 式 ,有 | 一 oj 科 |d 一 4 二 | 一 4 天 s 成 立 . 

条 件 的 充分 性 当然 与 实数 的 定义 密切 相关 ， 而 引进 实数 的 一 
个 方法 就 是 假设 Cauchy 条 件 是 充分 的 . 但 是 在 这 里 , 我们 只 种 
下 列 性 质 ， 实 数 的 每 一 个 有 界 单调 序列 必 有 一 个 极限 . 

一 个 Cauchy 序列 的 实 部 和 虚 部 仍 是 Cauchy 序列 , 如果 它 们 
收获 , 则 原 序 列 也 收 和 依据 此 , 我 们 只 需 对 实 序列 证 明 其 充分 性 ， 
我 们 回忆 一 下 上 极限 和 下 极限 的 概念 ， 给 定 一 个 实 序列 {os}7, 置 
on 一 Iaxz{tart …，oqj ,就 是 说 : mm 是 数 4，…, 中 的 最 大 者 ， 席 
列 {@n}? 是 非 降 的 ; 因此 它 具 有 一 个 极限 4 ， 它 可 以 是 有 穷 的 , 也 
可 等 于 十 ce, 数 4 称 为 诸 数 o 的 最 小 上 界 或 上 确 界 〈1. 0. b, 或 
sup); 事实 上 , 它 是 之 所 有 mm 的 最 小 数 . 在原 序 列 中 删 去 or …， 
aw-1 得 到 序列 {ew}*, 依 前 法 作 {owyg 的 最 小 上 界 4 如， 很 明显 , 序 
列 4x} 是 一 个 非 增 序列 , 记 其 极限 为 4. 它 可 以 是 有 穷 的 ， 志 可 
以 是 +ce 或 一 ce。 在任 一 情况 下 , 记 


A4= lim sup oa,. 


Wor 


容易 用 上 极限 的 性 质 来 刻 旭 上 极 眼 . 如 果 4 是 有 穷 的 上 且 
8>0, 则 存在 一个 me, 使 得 4w<4+s, 由 此 推 知 ， 当 n>no 时 ， 有 
os 和 4na<4 十 5， 在 相反 方向 , 如果 当 mw>m 时 ,有 m< 和 4 一 s, 则 
Aw 所 4 一 8, 但 这 是 不 可 能 的 ,换言之 ,存在 一 个 任意 大 的 nn, 使 得 
om> 4 一 8， 如 果 4= 十 oo, 则 存在 任意 大 的 oo 而 4 二 一 当 且 
仅 当 mwr> 一 co， 总 之 ， 在 所 有 的 情况 下 ， 都 不 能 所 多 于 一 个 数 4 
具有 这 些 性 质 ， 
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下 极限 可 类 似 地 定义 ,只 要 把 不 等 式 反 过 米 ， 非 常 清楚 ,下 极 
限 和 上 极限 当 且 仅 当 序列 收敛 到 -一 个 有 穷 的 极限 或 发 散 和 .+o% 
或 一 co 时 相等 ， 上 、 下 极限 常 简 记 为 lim 和 lim， 读 者 可 证 时 十 
列 关 系 ， 


lm om 十 lm B,< lm (ot Br) < lim ot- lim ps, 


lim 十 in Bn< lim (om 十 By 和 Jim ot Bm 局 ， 


现在 回来 证 明 Oauehy 条 件 的 充分 性 : 对 于 7m, 从 


{8 — on | < | 
得 到 lon| < Jowl+s, 
由 此 推 知 4= jm o 和 6= limon 都 是 有 穷 的 ， 若 wz 4, 取 
. s= £3 ， 


确定 相应 的 no、 由 & 和 和 4 的 定义 , 对 于 m,n 之 no, 存在 一 个 二 
ge 和 一 个 om>A—&, 由 是 得 到 

4 一 4 一 (4 一 om) 十 (an 一 om) 十 (om 一 的 <3s， 
这 与 s 的 选取 相 了 矛盾 ! 因此 ,es=4。 从 而 证 明了 序列 是 收敛 的 . 


&.2 级 数 


Cauchy 条 和 件 的 一 个 极 简 单 的 应 用 是 它 可 以 使 我 们 从 一 个 序 
列 的 收敛 性 推出 另 一 序列 的 收敛 性 ， 如 果 两 个 序列 {6} 和 410 
对 于 所 有 的 各 对 下 标 mn, 恒 有 |6m 一 5s| 委 je 一 co 则 序列 140。1 
可 称 为 是 序列 {n+ 这 不 是 一 个 标准 项 ) 的 短 缩 ， 在 这 种 情形 -个 ， 
如 果 {an} 是 一 个 Qauchy 序列 , 则 tb 也 是 ， 因 此 , 由 {6w} 的 收 
敛 性 可 推出 {6%} 的 收敛 性 。 
一 个 无 穷 级 数 就 是 一 个 形式 无 穷 和 
0 十 0o 十 .十 0 十。 (15) 
同 这 一 级 数 相 连带 的 是 它 的 部 分 和 
8 一 0 十 6 十 … 十 0 
的 序列 ， 级 数 (15) 称 为 是 收敛 的 ， 当 且 仅 当 其 对 应 的 部 分 和 序列 
收 傅 , 此 时 ,序列 的 极限 就 称 为 级 数 的 和 ， 


将 Oanehy 收 么 检验 法 应 用 于 此 级 数 ， 即 得 下 述 条 件 ， 级 数 
《15) 收 敏 的 充 要 条 件 是 : 对 于 任 一 s>0, 存在 一 个 mo, 使 得 对 于 所 
有 的 n>no 及 2 关 0,， 有 jw 二 anttT… 十 ons <s， 如 0 一 0, 则 得 
到 特例 |an| 8s。 因此 一 个 收 合 级 数 的 一 般 项 趋 于 零 。 这 个 条 件 
是 必要 的 ,但 不 是 充分 的 ， 

如 果 在 级 数 (15) 中 有 有 限 多 个 项 被 删 去 ， 则 新 级 数 将 与 (15) 
同时 收敛 或 发 散 . 在 政 化 情况 下 , 设 从 项 mi 开始 的 级 数 之 和 为 
五 ,出 整个 级 数 的 和 为 一 s% 二 Rn. 

级 数 (15) 可 与 其 各 项 的 绝对 值 组 成 的 级 数 

| 十 [8a| 十 十 104 十 … (16) 
相 比 较 。 (15) 的 部 分 和 序列 是 对 应 于 (16) 的 序列 的 短 缩 , 因为 
[ert nyt 二 nr! || 十 [2nri| 十 … 二 :Gnrp|. 
因此 ，(t6) 的 收敛 意味 着 原 级 数 (15) 收 敛 . 一 个 级 数 的 各 项 的 绝 . 
对 值 所 组 成 的 级 数 如 果 收 令 , 则 称 原 级 数 为 绝对 收敛 . 


2.3 一 致 收敛 性 . 


考察 函数 户 (o) 的 一 个 序列 ， 先 设 所 有 项 数 都 定义 于 同一 焦 
玉 如 果 对 于 每 一 个 ZE 了 吾 , 值 序列 Lo 政和 伍 , 则 极限 .六 2) 仍 是 
天 上 的 一 个 画 数 .. 按 定义 ,如 果 e>0, zwe 卫 , 则 存在 一 个 mw 使 当 
n>no 时 有 | Joe) 一 Fo <s, 但 允许 om 依赖 于 2。 例如 ， 对 于 所 
有 的 x, 有 1 
lim 人 (1 二 ja 一 


成 立 , 但 要 在 n>m 时 有 |(I 十 二) :ww 一 |sl/m<e， 那 就 必 须 


no 14|/e， 这 样 一 个 和 对 每 一 个 固定 的 存在 ， 但 条 件 不 能 对 
所 有 的 v 同时 成 立 . 

在 这 种 情况 下 , 我 们 称 序列 点 态 收 剑 , 但 非 一 致 收 俩 ， 正 面 癌 
述 是 ， 序 列 {所 ()} 在 集 如 上 一 致 收敛 于 f(z) 是 指 ， 对 任 给 能 


0, 存在 一 个 mo, 使 得 对 所有 的 mm 和 所 有 的 zE 五 ,都 有 
lz) ~— fr) |<e, 


ae 36 。 


一 致 收 剑 性 的 最 重要 推论 是 ， 
和 数 本 身 也 是 连续 的 ， 


a 


函数 f(z) 在 集 召 上 连续 ， 生 一 致 收 僵 于 fz%)。， 对 于 任 

一 ,0 可 以 找到 一 个 mw 使 得 对 于 所 有 的 >E 如 ,有 
Lo) 一 Fo)|<s/3. 
设 zo 是 怠 的 一 点 点 . 由 于 (2) 在 wo 连续, 故 可 以 找到 5>0, 使 得 
ee zB 只 要 |zw 一 zol <<6, 便 有 |f 7) 一 faz0) 天 8/3. 
是 ,在 关于 的 同一 条 件 下 , 有 
|f (2) —f vo) | < If) — fs) | + | fs) —fr (0) | 
+ |fnlro) —f (ro) | <s, 

这 就 证 明了 f(rw) 在 mo 连续 ， 

在 解析 函数 的 理论 中 ， 我 们 将 发 现 一 致 收敛 性 要 比 点 态 收 仑 
性 重要 得 多 .但 是 ,在 大 多 数 情形 下 , 仪 在 函数 有 定义 的 部 分 集合 
上 收敛 才 是 一 致 的 . 

对 于 一 致 收 仇 性 , 有 类 似 于 Cauchy 判 据 的 充 要 条 件 , 即 ; 

宇 列 yg 在 召 上 一 至 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任 一 


«0. 


fo) me) 一 s， 

条 件 的 必要 性 仍 是 很 明显 的 , 对 于 充分 性 , 注意 , 根据 Cauchy 
判 据 的 原来 形式 可 知 极限 函数 .Fo) 是 存在 的 , 在 不 等 式 |Pu(z) 一 
fn(z) | 过 gs 中 , 可 使 nw 固定 而 令 mr 趋 于 co， 于 是 可 知 ; 对 于 nn 之 ?6 
和 所 有 的 zE 召 ,有 |fC2) 一 frC2)| 志 s, 因 站 收敛 是 一 致 的 . 

在 实际 应 用 中 ,下 面 的 检验 法 最 为 适用 ; 如 果 函 数 语 列 {fsw)} 
是 常数 收敛 序列 {4,} 的 一 个 短 缩 , 岁 序 列 {f.(%) 们 一致 收 钱 ， 这 里 
的 假设 条 件 意 味 着 在 五 上 有 |fn(z) 一 fa(%) | 忆 1en 一 an| 成 立 , 因 
此 ,根据 Caachy 条 件 立 即 推 得 所 要 前 结论 . 

在 级 数 的 销 形 ， 这 一 判别 准则 用 稍 弹 的 形式 表示 时 变 得 特别 
简单 .我 们 说 函数 项 级 数 

LGAD 

以 正 项 级 数 G1 十 十 a 十 
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作为 强 级 数 ,是 指 ,对 于 其 -- 常数 及 和 所 有 充分 大 的 加 有 
(8) | Ma, 
瓜 过 来 称 第 一 级 数 为 第 二 级 数 的 弱 级 数 . 在 这 些 场合 , 布 
fat) + furiCt) tt frst) EM Cnt 二 Onn), 
册 这 ， 如 果 强 级 数 收 敏 ， 则 强 级 数 一 臻 收 全 ,这 一 条 集 常 蒜 为 
Weierstrass MY 检验 法 ， 它 比较 弱 , 只 适用 于 绝对 收敛 的 级 数 ， 得 
绽 芍 一般 原理 比较 复杂 , 但 应 用 范 园 较 广 。 


习 题 


工 ， 求 证 一 个 收 笋 的 序列 是 有 界 的 . 
2. 如 果 li 8 二 4, 证 明 


lim 二 (21 二 8 二 二 an) 一 4. 
。 证 明 : 一 个 绝对 收敛 级 数 的 和 在 级 数 的 项 重 排 以 后 并 不 改变 ， 
， 详细 讨论 序列 {%e?}? 的 收敛 性 和 一 致 收 仑 性 . 
试 就 的 实 值 讨论 级 数 > Ey 的 一 致 收敛 性 . 


， 如 果 如 = 三 十 ia 十 9 了 一 公 十 加 十 … 都 是 收敛 级 数 , 证 明 

UV = (Wiv2 + ad) + (Uv Wavo tT dad1) 十 和 … 
只 要 两 级 数 中 至 少 有 一 个 是 绝对 收敛 的 。〔 如 果 两 级 数 都 绝对 改 敛 ， 那 是 容 
易 证 明 的 ;假定 第 二 个 级 数 不 是 绝对 收敛 的 , 试 作 出 简短 证 明 。) 


2.4 宫 级 数 

一 个 矫 级 数 具有 如 下 的 形式 ， 

C0 十 81% 十 002 十 十 Cn2" 十 (17) 
其 中 系数 cn 和 变量 % 都 是 复数 。 比 这 稍 更 一 般 些 , 可 考虑 级 数 
Bos—m)", 

它 是 关于 中 心 如 的 竹 级 数 ， 但 差异 微不足道 ， 不 曙 在 形式 上 这 样 
纺 。 

作为 一 个 近乎 平常 的 例子 , 考虑 几何 级 数 
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1 十 8 十 宫 十 … 十 加 十， 
它 的 部 分 和 可 写成 形式 


T 十 ?十 … 十 sn-1 一 工 二 人 


1—%* 


因为 lz1 < 时 加 >0, 而 |z| 之 1 时 |s?*| 之 1 故 可 得 出 结论 ; 几何 级 
数 对 |z|<1 收 合 到 1/(1 一 ;对 |z| 之 1 发散 . 

几何 级 数 的 性 态 是 典型 的 .事实 上 ,我 们 将 发 现 . 每 个 需 级 数 
在 一 个 加 的 内 部 收敛 ; 而 在 这 一 加 的 外 部 发 散 , 除非 发 生 这 样 两 种 
和 情况; 或 者 这 级 数 只 对 z=0 收敛 ,或 者 它 对 # 的 所 有 的 值 收敛 .更 
精确 地 讲 . 要 证 明 下 面 的 Abel 定理 ; 

定理 2 对 于 每 个 内 级 数 (17)， 存 在 一 个 数 R,0<R<oo, 称 
为 它 的 收敛 半径 ,具有 下 列 性 质 . 

(i) 对 于 每 一 个 使 lz| < 及 的 z, 级 数 绝 对 收 全 。 如 果 0<p<< 
BR, 则 对 于 |sj <<p, 级 数 的 收敛 是 一 致 的 . 

Si) 如果 |?| > 辟 , 级 数 的 项 无 界 , 因此 级 数 是 发 散 的 ， 

(十 ) 在 |z|<< 及 内 , 级 数 的 和 是 一 个 解析 函数 . 它 的 导数 可 
以 通过 逐 项 微分 而 求 得 ， 所 得 到 的 级 教 与 原 级 数 有 相同 的 收敛 半 
径 . 

贺 |z| = 五 称 为 收敛 圆 ; 至 于 在 收敛 圆 的 圆周 上 , 收敛 性 是 不 
明 的 . 我 们 来 证 明 : 定理 的 断言 成 立 , 如 果 于 按 下 式 选 取 ， 

1/B~lim sup ~ [an . (18) 


这 称 为 收敛 半径 的 Hadamard 公式 ， 
如 果 1z| 过 且 , 则 可 找到 p 使 lz| <p 二 BR， 于 是 到 > 总 ,根据 上 


极限 的 定义 , 存在 一 个 no, 使 得 对 于 > 有 10 << 记 ， je < 
1/ps， 于 是 推 知 ; 对 于 充分 大 的 m jms 一 (ls| /pw 因而 老 级 数 
(17) 以 一 个 收敛 的 几何 级 数 为 强 级 数 ， 因 此 (17 收敛 。 为 了 对 于 
1z|<<p 过 五 证 明 一 致 收敛 性 ， 选 取 一 个 p， 使 p<p'< 瑟 ， 则 对 于 
n>mno 有 |axr"| 达 (p/p)"， 由 于 强 级 数 收敛 , 并 具有 不 变 的 项 , 故 
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由 Weierstrass 以 检验 法 知 , 办 级 数 一 致 收 语 ， 
如 果 |zi 之 RB, 取 p 使 R<p<|zj. 由 于 1/p<1/BR, 故 在 在 任 
意 大 的 mn 使 得 |en| >>1/p，|aw| >1/p*， 这 样 , 对 于 无 穷 多 个 
有 1!ooso|>(|s]/o)*， 因 此 项 是 无 界 的 ， 
导出 级 数 > now 具有 相同 的 收敛 半径 ,这 是 因为 必 吧 于， 
证 明 ; 置 XY%w 一 4 二 56%, 则 5 之 0, 并 应 用 二 项 式 定理 
n 一 (L460)">1+ 闻 %( 一 1 扩 
这 给 出 品 <2/n, 因此 56>0. 
对 于 |2| < 号 , 记 
f (2) — SY an 一 ww( 人 二 已 Ce)， 
0 


其 中 sn(2) = Qo O12: "二 Qn- 1 1 
R,(%) -> Cn x 


又 Jie) -六 TOM 一 nas 2 
我 们 来 证 明 f(z) =f1(2)， 
考虑 恒等式 
大 一人 一 疡 (za )= ( 和 -seo 
二 (同一 六 GD 各 全 一 各 人 ah)， (19) 


这 里 我 们 假定 * 关 si 并 且 |:;、|%o <p<< 召 ， 最 后 一 项 可 重 写 为 


PEACE 
人 0 ) Pd 


因此 得 出 结论 
Rn (2) — — Rn(20) < 之 


! Gy | 
2—%o p 


右 端的 表达 式 是 ， 因此 可 以 找到 moy 使 得 对 
于 % 关 mo, 有 
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FH (%) — R, (0) | 过 2 
| 一 20 | 3 

还 有 一 个 mw, 当时， 有史 (z0) 一 廊 (s | 二 8/3， 取 - 国 
定 的 n>>no,74. 再 导 数 的 定义 , 可 以 找到 85>0, 使 得 0 二 |z 一 加 | -5 
纺 泣 


] Sn (% 一 (aa ) <. 


痊 以 上 台 不 等 式 合并 ,由 (19), 当 0<|z 一 zo| <65 时 , 即 得 

ie) 

我 们 已 经 证 明了 产 (20) 存 在 并 等 于 记 (%0). 

由 于 以 上 的 推理 可 以 重复 进行 ,所 以 我 们 实际 已 证 明了 ; 一 个 

其 有 正 的 收敛 半径 的 籍 级 数 具 有 各 阶 导 数 ， 它 们 可 用 下 列 显 式 给 
出 ， 


8。 


Fe 一 co 十 0 十 ae 十 
ff) = dat 
2 一 263 十 Ga 十 120422 + 


本 9 - 
(2 =F 1 人 十 一 一 一 a 4% 十 + A ot 


特别 是 后 我们 到 (0) 各 
f (0) FO FFT ED pt te.. 


多 
这 是 熟知 的 Taylor-Maclaurin 展开 式 ,是 在 Je) 具 有 一 个 罕 级 数 
展开 这 个 假设 下 证 明 的 . 我 们 确实 知道 : 展开 式 如 果 存 在 , 那 就 证 
唯一 确定 的 ， 但 主要 的 部 分 ， 即 每 一 个 解析 函数 具有 一 个 Taylor 
展开 式 仍 未 得 到 ， 


习 题 
1. 将 引 一 4)-”( 其 中 避 为 正 整 数 ) 展 为 # 的 者 ， 
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2. 将 32 展 为 ?一 的 宕 ， 什 么 是 收敛 半径 ? 
3， 求 下 列 蜂 级 数 的 收 敏 半径 
En BEE, Euler, Savem(lgl<D), Ean 
4 如果 加 awe" 有 收敛 半径 马 问 了 aneo， 加 ow" 的 收敛 半径 是 怎样 的 ? 
5 如 果 (ez) = 习 onenry 加 wan 是 什么 ? 
6， 如 果 了 ane* 和 bns* 有 收敛 半径 下 和 Rs, 试 证 明 之 xnpes” 的 收敛 
半径 至 少 是 有 Pa。 
7. 车 laalanl /aoril 一 忆 试 证 明 叶 aw" 有 收敛 半径 及 


8， 对 2 的 怎样 的 值 级 数 


bad 2 Nm 
3( 二 十 ) 
政 合 ? 
9. 对 z 的 怎样 的 值 级 数 
2 
I 


了 收 敏 9 


2.5 Abel 极限 定理 

Abel 第 二 定理 涉及 一 个 完 级 数 在 收 合 赔 加 周 的 一 点 上 收 伍 
的 情形 。 不 失 一 般 任 ,可 设 及 =1, 并 设 收 化 发 生 在 点 4 一 1 

定理 3 如 果 六 wu 收 化 ， 则 当 = 欧 近 于 工 而 保持 -二 
有 界 时 ,f(z) 一 部 www 趋 于 了 (DD). 

注 ”从 儿 何 上 看， 定理 中 的 条 件 意味 着 4 始终 位 于 一 个 顶点 
在 . 且 关 于 实 轴 的 (oo, 1) 部 分 对 称 而 <180° 的 角 内 ,习惯 上 
党 说 。 这 种 趋 近 发 生 在 一 个 Stolz 角 内 ， 

证 明 可 以 假设 阅 m 一 0， 因 为 对 m 加 一 个 常数 就 可 做 到 这 
一 点 ， 记 w% 一 wm 十 @ 十 … 十 mm, 并 利用 恒等式 (部分 求 和 ) 


Sn(%2) 一 Go 十 @i% 十 十 Gon 一 86 十 (S81 一 80)% 十 和 二 (8 -Sn_1) 2 


= 80 一 四) 十 2 人 2 一 入) 十 和 十 后- 一 各) 十 SS 


(1—s) (80t sgt tn 1) tse, 
但 se*->0, 因此 得 到 表达 式 


f(D) = (1 


不 妨 设 ]1 一 z] 拟 玉 (1 一 ]z|), 并 设 5,->0、 取 mr 如 此 大 , 使 当 
n>m 时 ,|s| 过 8s。 于 是 级 数 卫 sw2? 从 n==m 的 项 以 后 的 余 项 受 几 


何 级 数 s 避 |z|" 一 els|"/(1 一 |z|)<s/(1 一 14|) 控 制 。 由 此 得 到 


(FO lS-al| ae) + Ks. 


取 ?充分 接近 于 1, 可 使 右 端 第 一 项 任意 小, 因此 得 出 结论 ; 在 所 
说 的 限制 条 件 下 , 当 2>1 时 ,f(z2) 一 0, 


3 ”指数 函数 与 三 角 函 数 


纯粹 从 实数 现 点 处 理 微 积分 的 人 不 指望 指数 西数 和 三 角 函 
数 cosz、 sins 之 间 有 任何 关系 事实 上 , 这 些 函数 按照 不 同 的 中 
的 , 似乎 可 以 从 完全 不 同 的 来 源 导出 ， 无 疑 , 他 会 注意 到 这 些 函数 
的 Taylor 展开 式 之 间 的 相似 性 , 如 果 使 用 复 自 变量 , 就 可 以 导出 
Euler 公式 io 一 cosz 十 jainz 作为 一 个 正式 的 恒等式 ， 但 是 分 析 
它 的 全 部 深度 , 则 归功 了 于 Gauss 的 天 才 . 

有 了 前 节 的 准备 , 容易 对 复 的 z 定义 ecosz 和 sinz, 并 导出 
这 些 函 数 之 间 的 关系 ， 同时 按 指数 函数 的 反 琴 数 可 定义 对 数 ,而 
对 数 又 导致 复数 幅 角 的 正确 定义 ,因此 导致 角 的 非 几 何 定 义 . 


3.1 指数 函数 


一 开始 ,我 们 可 以 把 指数 函数 定义 为 如 下 微分 方程 的 解 : 
三 (2) 一 (2)， 《20) 
初 值 为 了 (0) =1， 为 了 求解 , 令 
和 一 96 十 2 十 十 Gn 十 …， 
万 人) 一 时 十 20sz 十 … 十 Ca2a 十 
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如 要 (20) 成 立 ,必须 -1 一 naw, 而 初始 条 件 给 出 m=1， 由 归纳 法 


推出 om 一下- 


， 
将 方程 的 解 记 为 或 expz, 至 于 用 哪 一 种 记 法 , 完全 由 印刷 
上 的 方便 决定 。 当 然 , 我们 必须 证 明 级 数 


f= 二 六 十 条 + 二 车 十 … (21) 
收 化 由 于 Mn1 一 oo0, 它 确实 在 全 平面 上 收敛 (读者 自 证 ). 

作为 微分 方程 的 一 个 推论 ,。 满足 加 法 定理 

. ertb= ete (22) 
实际 上 ， 存 在 Dle'e "=ere 十 6 一 的 人 =0， 因 此 ee 是 
常数 . 令 z 一 0 就 可 求 得 这 常数 的 值 。， 于 是 得 到 结论 , oo 一 一 ， 
今 2 一 9,0 二 4 十 b, 即 得 (22), 

注 ”我们 使 用 了 如 下 事实 ， 如 果 j 六 (2) 恒 等 于 零 , 则 2) 是 常 
数 . 当 上 定义 在 全 平面 上 时 ， 这 肯定 成 立 . 六 为 如 果 j 丰 一 v 十 如， 
则 下 ~ 到 - 下 一 下 -0, 而 定理 的 实 形式 表明 ; 在 每 一 条 水 平 
寺 线 和 每 一 条 馈 季 直线 上 ，/ 是 常数 ， 

作为 加 法 定理 的 一 个 特殊 情形 ，e:…e-" 一 1， 这 天 明 er 决 不 为 
零 . 对 于 实 的 w, 级 数 展开 式 (21) 表 明 ， 当 ww>>0 时 o>1, 又 因为 
er 和 e™* 互 为 倒数 , 敬 当 ww<0 时, 0<w<1， 和 而 级 数 具 有 实 系 数 这 
一 事实 表明 ，expz 是 expz 的 复 共 力 ， 因 此 ,|e*|?=eee ml 
ler*w| =—e, 


3.2 三 角 郴 数 
三 角 函 数 由 下 式 定 义 : 
cosz 一 -全 上 和 ， ina 人 (23) 
代入 (21), 便 知 它 们 有 展开 式 ， 
osz-I 癌 十 下 一 
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2 be 
31 十 可 
对 于 实 的 ,它们 化 成 熟知 的 cos%x 和 sinw 的 Taylor 展开 式 ， 从 得 
注意 的 是 ; 现在 不 用 几何 概念 而 重新 定义 了 这 些 函 数 . 
从 (23) 进 一 步 得 到 Euler 公式 


6 二 COS% 十 人 Sn % 


Sin ¢=%— - 


以 及 恒等式 c0S2Z 十 Gin22 一 二 
还 可 以 推 得 ”Deosz= 一 Sins， 了 Dsin 2 一 cos%, 
加 法 公式 


cos(@+ 0b) — cosacosb— sin «sin ob, 
sin(a+b)=ec0sosn b+singeosb 
是 (28) 和 指数 函数 加 法 定理 的 直接 推论 . 
男 外 的 几 个 三 角 函数 tan zcotz,secz,coseez 是 次 到 的， 它们 
可 用 cosz 和 sins 按 惯 例 定义 例如， 
6 一 6 
ee 


注意 : 所 有 的 三 角 函 数 都 是 e* 的 有 理 函 数 。 


tan2 一 一 疡 


习 题 


1， 求 sinicosy 和 tan 人 (tl 十 分 的 值 . 

2. 双 得 余弦 、 双 曲 正 驴 定 义 为 coshs=(er?6™”)/2,sinhz= (ee )/2, 
试 将 它们 用 eosie sin ie 表示 之 , 导出 加 法 公式 和 cosh 24,sinh2x 的 公式 ， 

3. 试用 加 法 公式 将 eos(z 十 动 ) sin(z 十 动 ) 分 为 实 部 和 中 部 . 

4， 证 明 


|eosp8|? 一 Sinbh22 eos t= co0sh?y— sin? z= 于 《cosh 24 十 cog LT )， 
pl 


， , . 1 : 
Jsins|?=sinh?y+ sin?%=cosh?y — cos? x= (00sh 29 一 Cos 27), 
Ee 


'3.3 周期 性 


如 果 了 f(z 十 o) 一 f(z) 对 所 有 的 2 成立 ,我 们 说 7(z) 具 有 周期 <. 
这 样 , 的 一 个 周期 满足 e* 一 6 或 Ee 一 4， 由 此 有 6c=iw(w 为 实 
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数 ), 我 们 称 中 为 好 的 一 个 周期 ， 我 们 将 表明 有 儿 个 周期 , 而 这 些 
冰期 都 是 一 个 正 周 期 oo 的 整数 倍 . 
”在 证 明 周期 存在 的 许多 方法 中 ， 我 们 选取 下 面 的 方法 ， 对 于 
g>0, 从 也 Sing=co8g 和 1L 利 sn0=0, 通 过 积分 或 应 用 中 全 和 定理， 
得 到 sting 二 y， 同 样 ,Do08gy = 一 Siny> 一 y 和 cos0==t 给 出 eoswv 
>1 一 YP/2， 由 这 又 可 得 到 siny>y 一 y /6， 最 后 得 cosy<<1 一 /2 
十 /24， 这 个 下 等 式 表明 cosV 3 一 0， 因 此 在 0 和 /3 之 间 有 
一 个 %, 全 得 cos yo 二 0，。 由 于 
c032 yo Sin? yo=1, 

我 们 有 siongyo= 土 1, 即 em%= 土 和 因此 ew=1l， 这 证 明 4yo 是 一 周 
期 ， 国 

实 祭 上 , 它 是 最 小 正 周 期 ， 为 了 看 出 这 一 点 ， os 于 
是 siny>y(1 一 仇 /6)>y/2>0, 这 表明 cosy 是 严格 下 降 的 ， 由 于 
sing 是 正 的 ,并 县 cos?y 十 sin*gy 一 1， 让 和 着 个 台风 四 
此 siny <<sinyo 一 1，。 双边 不 等 式 0<siny<<1 保证 了 or 既 不 生子 
土 1,， 也 不 等 于 6。 因 此 ev 关 1 所 以 go 实际 上 是 最 小 正 周 期， 
记 为 cn。 四 

现在 考虑 一 个 任意 的 周期 w， 存 在 一 个 整数 n, 使 得 % ow 
< 人 nn 十 T)oo。 如 果 中 不 等 于 mao 则 @ 一 woo 将 是 一 个 过 wo 的 正 . 
周期 ， 但 这 是 不 可 能 的 ,所 以 每 个 周期 必 是 ow 的 一 个 整 倍数 . 

et 侈 最 小 正 周 期 记 为 2x. 


在 证 明 过 程 中 ,我 们 证 明了 
C/I Ori=—1, eri=l1, 

这 些 方 程 说 明了 数 。e 和 a 之 间 的 密切 关系 

当 4 从 0 增 大 到 2r 时 ,点 w= 的 按 正方 向 描 出 单位 圆 |w| = 
1, 即 从 1 经 i 到 一 1, 再 回 过 来 经 一 i 到 1i， 对 于 适合 |w|=1 的 
每 一 个 ,在 半 开 区 间 0<y<2m 中 ， 有 一 个 且 只 有 一 个 y, 使 得 
% 一 的 ,所 有 这 些 不 难 从 如 下 已 知 事实 推出 来 . co8gy 在 “第 一 象限 
即 在 0 和 /2 之 阁 是 严格 下 降 的 . 

从 代数 观点 看 ， 映 照 w=e? 建立 了 实数 加 法 群 和 绝对 值 为 1 
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的 复数 乘法 群 之 问 的 一 个 同 态 ， 同 术 的 核 是 由 所 有 整 供 数 9ix 形 
成 的 子 群 . 人 


3.& 对 数 函数 


与 指数 函数 一 起 ,我 们 还 必须 研究 它 的 反 函 数 一 对 数 隙 数 . 
根据 定义 ,z 一 logw 是 方程 =w 的 一 个 根 ， 首 先 ,由 于 总 关山 
所 以 数 0 没有 对 数 ， 对 于 w 关 0 方程 C+” 一 w 等 价 于 z 

ce 一 le， 到 
第 一 个 方程 有 唯一 的 解 2=1logjw|, 即 正 数 |w| 的 实 对 数 . (2 的 
第 二 个 方程 的 右 端 是 绝对 值 为 1 的 复数 ， 因 此 , 正 象 我 们 刚刚 看 
到 的 ， 它 在 区 间 0<y<2w 中 有 一 解 且 只 有 一 解 ， 此 外 。 所 有 与 这 
各 相关 和 的 束 雪 人 的 5 也 这 方程、 于 是 ,每 一 个 不 等 了 


e+ 


iog 多 部 也 加 必 的 本 朋 , 沁 为 mg 它 的 几何 才 和 是 ,下 
实 轴 与 从 0 出 发 的 过 点 名 的 半 直 线 之 间 的 夹 角 , 以 弧度 度量 .。 衫 
氛 这 一 定义 , 幅 角 具有 无 穷 多 个 值 , 它们 相差 2z 的 倍数 , 而 且 
log w 一 log lw|+iargw. 
改变 一 下 记号 ,如 果 |s| =7, 且 argz 一 9, 则 z=re*， 这 一 记 法 很 方 
便 , 是 经 常 采 用 的 ,即使 在 并 不 另外 涉及 指数 函数 时 也 如 此 ， 
按照 习惯 ,一 个 正 数 的 对 数 总 是 指 实 对 数 ,除非 男 有 说 明 . 记 
号 总 解释 为 exp(21og 6), 其 中 4、 2 都 是 任意 复数 而 4=0 的 司 
况 除 外 . 如果 限制 e 为 正 数 , 则 log wx 是 实 的 , of 有 单一 值 ; 否则 ， 
logw 是 复 对 数 ,4% 一 般 有 无 穷 多 个 值 ， 彼此 相关 EC 的 倍数 
取 单 一 值 的 充分 必要 条 件 是 5 为 整数 nn, 这 时 tm 可 解释 为 4 或 7? 
的 一 个 寡 ， 如 果 ?” 是 一 个 有 理 数 ,具有 既 约 形式 /9, 则 中 恰 有 94 
个 值 , 并 可 表示 成 Mt. 
指数 函数 的 加 法 定理 明显 地 刑 涵 着 
lop (21%2) = l0g 21++ 10g 22， 
arg (12a) = arg 21 + arg 22, 


但 只 在 这 样 的 意义 下 成 立 ， 即 两 边 表示 复数 的 同一 无 穷 集 . 如 果 
ss 4 。 


楼 将 左边 的 一 个 值 同 右边 的 一 个 值 比较 ， 则 可 汤 定 它们 术 玛 2 
(或 2m) 的 倍数 . (与 第 1 章 2.1 节 的 注 比较 ,) 
最 后 讨论 反 余 弱 函 数 , 它 是 由 解 下 列 方程 得 到 的 ， 
008 2 一 豆 (ee 十 er) 一 20。 
这 是 吃 的 一 个 二 次 方程 , 有 根 
el 一 2 土 Vl, 

因此 z=aroc0sw— —ilog(wt Vi —1). 
也 可 将 这 些 值 写成 形式 

arccosty = +o]log(w Vu —1), 
因为 w 十 VV 一 1 与 ww 一 MB 一 1 瑟 为 倒数 .arccosw 的 元 穷 多 
值 有 反映 了 cosz 的 偶 性 和 周期 性 . 反正 约 国 天 容易 由 下 式 定义 ， 


。 TT 
arcsin w= arc Cosw. 


应 该 指出 : 在 复 解析 画 数 理论 中 ,所 有 的 初等 超越 函数 都 避 用 
红 及 其 道 logz 表 出 。 换言之 ,基本 上 只 有 一 个 初等 超越 函数 ， 


习 是 
1. 对 于 实 的 纪 证 明 在 cosy 和 sing 的 级 数 中 , 每 一 个 余 项 具有 与 车 项 


树 周 的 符号 (这 推广 了 证 明 周 期 性 时 用 到 的 不 等 式 , 见 3.3 节 )， 
2.、 证 明 3<w<2V3. 


. 对 g= 一 型，23 mi, 对 zi, 求 扣 的 值 


237” 4 
. 要 6 等 于 2 一 1 ;一 2/2, 一 1 一 i 工 十 37; “ 的 值 如 何 ? 
， 求 exp(le”) 的 实 部 和 虚 部 。 


确定 2.《 一 1)” 的 所 有 值 , 

.确定 # 的 实 部 和 碟 部 . 

， 用 对 数 表示 arc tan WwW。 

， 试 说 明 在 一 个 三 角形 中 如 何 定义 “ 角 ”, 记 住 这 些 角 位 于 0 与 严 之 间 ， 

经 据 这 一 定义 , 试 证 明 : 各 角 的 和 为 w， 
10, 证 明 二 项 方程 ”=4 的 根 是 正 多 边 形 ( 相 等 的 边 和 角 ) 的 顶点 . 
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第 3 章 看 成 映照 的 解析 函数 


函数 % 一 .六 2) 可 以 看 成 是 一 个 映照 , 它 把 点 % 用 它 的 象 ww 吉 
示 . 本章 的 目的 是 以 初等 方式 研究 解析 函数 记 规 定 的 映照 的 一 些 此 
特殊 性 质 . 

为 了 实现 这 一 计划 ， 需 要 导出 一 些 具有 充分 普遍 性 的 基础 概 
念 , 不 如 此 , 势 将 被 迫 引进 许多 特定 的 定义 , 而 它们 之 闻 的 相互 关 
系 却 是 不 易 搞 清 的 。 由 于 今天 的 学 生 在 他 们 的 早期 阶段 就 接受 抽 
象 和 普遍 性 的 教育 , 所 以 无 需 辩解 但是, 提出 这 样 的 警告 可 能 较 
为 恰当 , 即 最 大 可 能 的 普遍 性 不 应 当成 为 一 个 目的 . 

在 第 一 节 , 我 们 将 介绍 点 集 拓 扑 和 度量 空间 的 一 些 基 础 知识 ， 
由 于 我 们 主要 只 涉及 到 研究 解析 函数 所 必需 的 一 些 基 本 性 质 ， 所 
以 不 需 作 更 深入 的 讨论 . 如 果 读 者 认为 自 中 已 经 完全 热 悉 了 这 部 
分 内 容 , 那 就 只 要 读 一 下 专门 术语 就 可 以 了 . 

作者 认为 : 要 熟练 地 研究 解析 函数 , 既 需 要 几何 直觉 , 又 需要 
计算 技巧 ， 为 此 , 在 与 第 一 节 仅 有 较 少 联系 的 第 二 、 第 三 节 中 , 特 
意 用 来 讨论 九 何 直觉 ,详细 研究 一 些 初等 映照 。 在 此 同时 ,我 们 也 
试图 在 几何 形象 仅 是 推理 的 指引 而 不 是 推理 的 基础 的 地 方 ， 强 调 
了 几何 思维 中 的 严密 性 . 


1 _ 初等 点 集 拓 扑 


拓扑 学 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 所 研究 的 是 与 连续 性 直接 或 间 
淡 有 关 的 一 切 问 题 ， 在 传统 上 , 这 一 名 称 是 广义 的 , 一 般 没有 严格 
的 限制 . 作 拓扑 的 考察 对 解析 函数 论 的 基础 有 着 极为 重要 的 音义， 
我 们 对 拓扑 学 作 初 步 系 统 的 研究 就 出 于 这 样 的 需要 。 
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集合 论 的 逻辑 基础 属于 另 一 种 训练 .我 们 的 讨论 将 是 非常 相 
素 的 ， 所 有 的 应 用 都 针对 大 家 熟悉 的 对 象 。 在 这 样 一 个 限定 的 框 
染 内 ,不 会 出 现 逻 辑 上 的 耶 盾 ， 


1.1 集 和 元 索 


所 谓 集 ,是 指 一 些 可 识别 对 象 的 一 个 集体 , 这 些 对 象 称 为 集 的 
元 素 。 读者 应 当 熟 悉 记号 nE 民 , 它 表示 2 是 六 的 一 个 元 素 (我 
们 约定 : 用 大 写字 母 考 示 集 ; 小 写字 母 表示 元 素 )， 两 个 集 相等 , 当 
且 仅 当 它们 有 相同 的 元 素 ， 如 果 三 的 每 个 元 素 也 是 9 的 一 个 元 
素 , 则 说 节 是 了 的 一 个 子 集 ,这 关系 表 为 苹 C 了 或 了 一 卫 (并 不 
排序 筷 = 了 的 可 能 性 )， 空 集 记 为 由 

一 个 集合 也 可 看 成 为 一 个 空间 , 而 把 它 的 一 个 元 素 看 成 一 点 . 
一 个 给 定 空间 的 各 个 子 集 通 常 叫 做 点 集 . 这 给 语言 增加 了 几何 味 ， 
但 不 应 过 分 按 字 面 解释 ， 例 如 , 我 们 考虑 以 函数 为 元 素 的 空间 , 这 
时 一 个 “点 ”就 是 一 个 函数 . 

两 个 集 子 与 了 的 共同 元 素 的 全 体 所 组 成 的 集 称 为 闷 与 王 
的 交 , 记 为 也 几 了; 由 或 者 属于 卫 ， 或 者 属于 了 的 元 素 全 体 组 成 
《其 中 包括 既 属 于 和 也 属于 了 的 那些 元 素 ) 的 集 称 为 邓 与 了 的 
并 ， 记 为 卫 UY, 

当然 , 我 们 可 以 作 任 意 多 个 集 的 交 和 并 , 这 里 所 说 任意 多 ,其 
数 可 以 是 有 穷 , 也 可 以 是 无 穷 . 

集 了 的 余 集 是 由 不 在 五 中 的 全 体 点 所 组 成 , 记 为 ~ 耳 ， 注 
意 , 余 集 与 我 们 所 讨论 的 点 的 总 体 有 关 . 例如 ,一 个 实数 集 对 于 实 
轴 来 说 有 一 个 余 集 ; 而 对 于 复 平面 来 说 有 另 一 个 余 集 ， 更 一 般 
地 ,如 果 了 对 CY, 可 考虑 相对 余 集 了 ~ 下 , 它 由 了 中 但 不 在 天 中 
的 所 有 点 组 成 (我 们 可 看 到 ; 仅 当 子 CY 时 , 使 用 这 一 记 法 更 清楚 
些 ) . 

记 住 下 述 分 配 律 

KUTND= KUPN (TYUZ), 
XN(FUZ)=—(£NYF)U (XN, 
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和 De Morgan 律 
~(XUY)=~XN~Y, 
~(XNY)-~XU~Y 
是 有 帮助 的 ， 这 些 纯粹 是 逻辑 恒等式 ,把 它 们 推广 到 任意 多 个 集 
合 是 显然 的 . 


1.2 度量 空间 


对 于 极限 和 连续 性 的 所 有 考察 中 , 本 质 的 一 点 是 要 给 出 “充分 
靠近 ”和 “任意 近 ” 这 些 词 的 精确 意义 ， 在 实数 空间 了 和 复数 空间 
0 中 , 这 样 的 靠近 程度 可 用 一 个 定量 关系 |z 一 y| <s 来 表达 ， 例 
如 , 我 们 说 集合 他 包含 充分 舍 近 9 的 所 有 “是 指 , 存在 一 个 e>0， 

使 得 只 要 |z 一 y | 二 s; 就 有 %E 卫 ， 类 似 地 ，X 包含 任意 靠近 Y 的 
点 ,如 果 对 任 一 se>0,， 存在 一 个 EX, 使 得 |z-y|<e。 

我 们 需要 以 定量 的 词汇 来 描述 靠近 程度 的 ， 显 然 是 两 点 之 间 
的 距离 d(z, 力 ， 集 8 称 为 度量 空间 , 如 果 对 于 每 一 对 ES、y€ 
8, 定义 了 一 个 非 负 实 教 dCw, 9),， 使 下 面 的 条 件 得 到 满足 

1. d(w, 9) 一 0 当 生 仅 当 zy 

2. dly, 4) =d(r, Y); 

3. dw, 2 <adls, +aly, 2). 

最 后 一 个 条 件 是 三 角形 不 等 式 . 

例如 , 了 和 0 都 是 度量 空间 ,具有 距离 dCz, 9g) 一 |z-y|.n 

维 欧 几 里 得 空间 BR" 是 实 % 元 数组 
w= (i, + i) 

的 集合 ,其 中 的 距离 定义 为 dw, ?~ 总 (wm 一)?， 我 们 曾经 定 
义 过 扩充 复 平面 中 的 距离 为 

) Dlg—» 

ac 0) -yer 

( 见 第 1 章 2.4 节 )， 因 为 这 表示 Riemann 面 上 球 极 影 象 之 间 的 
欧 儿 里 得 距离 ， 所 以 三 角 不 等 式 显然 成 立 。 函数 空间 的 一 个 例子 
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是 Ofg, 5]， 即 定义 在 区 间 a<w<5 上 的 所 有 连续 函数 的 集合 , 如 
果 定 义 其 中 的 距离 为 2(f, 9) max | f(z) 一 gCw) |， 它 就 成 为 一 
个 度量 空间 . 

. 我们 引进 下 面 的 用 距离 表示 的 术语 : 对 于 任 一 3>0 和 任 一 
yES, 所 有 的 xE5 组 成 的 集 B(y, 6), 其 中 的 距离 do 中) <<5, 
称 为 中 心 在 外 半径 为 8 的 球 ， 也 常 称 为 y 的 8 邻 域 ， 邻 域 的 一 
般 定 义 如 下 ， 

定义 1 集 WCS 称 为 yES 的 一 个 邻 域 , 如 果 它 包含 球 
Bly, 6). 

换言之 , y 的 一 个 邻 域 是 一 个 集合 , 由 所 有 充分 靠近 9 的 点 组 
成 ， 我 们 用 邻 域 的 概念 来 定义 开 集 : 

定义 2 和 为 讶 全 如 果 它 是 它 的 每 一 个 元 素 的 一 个 
邻 域 . 

由 这 定义 可 解释 空 集 是 开 的 (条 件 是 满足 的 , 因为 集合 没有 元 
素 ). 下 面 是 三 角 不 等 式 的 一 个 直接 推论 ， 

每 一 个 球 是 一 个 开 集 . 

事实 上 ,如 果 zEB(y,6), 则 5'=8 一 a(y, 人 >0. 由 于 do， ?) 
<5’ 给 出 go 办 <8Td(y, z) =6, 所 以 三 角形 不 等 式 表明 
Btlz, 3)CB(% 6)， 因 此 Bly, 68) 是 z 的 一 个 邻 域 , 又 因 * 是 
B(y, 6) 的 任 一 点 ,所 以 B(y, 8) 是 一 个 开 集 . 为 了 强调 , 一 个 球 
有 时 称 为 开 球 , 以 区 别 于 全 体 "E8 组 成 的 闭 球 ,其 中 d(%, y) <3. 

在 复 平面 上 ，B(zx，5) 是 一 个 开 圆 盘 ,中心 在 a, 半径 为 5, 它 
由 所 有 适合 严格 不 等 式 |* 一 如 | <5 的 复数 z 组 成 。 我 们 刚 证 明了 
它 是 一 个 开 集 , 读者 可 用 几何 术语 来 解释 该 证 明 . 

开 集 的 余 集 称 为 闭 集 ， 在 任 一 度量 空间 中 ， 空 集 和 全 空间 是 
既 开 又 闭 的 , 可 能 还 有 别 的 集 具 有 同样 的 性 质 ， 

开 集 和 闭 集 的 下 列 性 质 是 基本 的 ， 

有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 的 . 


ee 
ee 


与 了 。 


任意 多 个 闭 集 的 交 是 闭 的 

证 明 是 很 明显 的 , 贸 给 读者 ， 应 该 指出 , 后 两 个 命题 可 用 De 
Morgan 律 从 前 两 个 导出 来 . 

有 许多 通常 使 用 的 名 词 术语 与 开 集 的 概念 直接 有 关 ， 全 部 列 
出 来 会 增加 混乱 , 所 以 我 们 将 只 限于 使 用 下 面 一 些 :内 部 、 闭 包 、 边 
界 . 外 部 . 

《i) 集 了 的 内 部 是 包含 在 革 中 的 最 大 开 集 . 它 是 存在 的 ， 
因为 它 可 以 刻 划 成 所 有 开 集 己 了 X 的 并 。 也 可 以 把 它 说 成 是 以 了 
为 邻 域 的 点 的 全 体 所 成 的 集合 ， 记 为 TInt 站. 

(六) 也 的 闭 包 是 包含 子 的 最 小 闭 集 , 或 所 有 闭 集 刁 耻 的 
交 , 一 个 点 属于 卫 的 闭 包 , 当 且 仅 当 所 有 它 的 邻 域 都 与 了 相交 ， 
闭 包 常 记 为 苹 -， 有 时 记 为 Cl XX， 

(i 这) 也 的 边界 是 闭 包 减 去 内 部 ， 一 点 属于 边界 , 当 且 仅 当 
所 有 它 的 邻 域 与 全 和 ~ 习 都 相交 . 记 为 HL 或 29 工 ， 

(iv) 到 的 外 部 是 人马 的 内 部 。 它 也 是 闭 包 的 余 集 , 记 为 
wwv 让- 

注意 ，Int 卫 性 收 己 下 -~, 如 果 Int 耶 = 卫 ,， 则 对 是 开 的 ， 如 
打 了 -= 于, 则 卫 是 闭 的 ， 又 了 CY 草 涵 着 Int 了 CIntY, 天- 
CY-， 为 了 方便 ， 下 面 引进 孤立 点 和 紊 点 的 概念 ; 我 们 说 zE 子 
是 了 的 一 个 孤立 点 , 是 指 如 果 有 一 个 邻 域 , 此 邻 域 与 王 的 交 是 
点 省 一 个 聚 点 是 了 ”的 一 个 点 ,但 不 是 一 个 孤立 点 ,很 清楚 ,wv 是 

之 的 一 个 聚 点 , 当 且 仅 当 2 的 每 个 邻 域 包含 节 的 无 穷 多 个 点 。 


习 题 


1. 如 果 5 是 一 个 度量 空间 ,具有 距离 函数 dx; 四, 试 证 明 8 以 6(z， 
从 一 dCw, 所 /EL+akz, 力 ] 为 距离 机 数 时 也 是 一 个 度量 空间 ， 后 一 个 空间 在 
所 有 距离 不 超过 一 个 固定 的 办 的 意义 下 是 有 界 的 ， 

2， 假设 在 同一 个 空间 8 上 , 给 定 了 两 个 距离 函数 dtz, 仿 和 di(z, 几 ， 
如 果 它 们 确定 相同 的 开 集 , 则 称 它们 是 等 价 的 。 试 证 明 ; 如 果 对 每 一 个 e> 0， 
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存在 一 个 3> 0, 使 (得 Q(x, y) <5 蕴涵 着 di(z, 从 << 电 反之 亦 然 , 则 4 与 由 
等 价 ， 试 验证 这 一 条 件 在 上 题 中 也 成 立 . 

3， 直接 空 用 定义 证 明 |s 一 so| <@ 的 闭 包 是 | 一 如 | 和 4. 

4. 如 果 是 一 个 复数 集合 ,其实 部 和 虚 部 均 为 有 理 数 , 问 IntX、X-、 
3X 是 什么 ? 

5. 印刷 上 有 时 把 ~ 了 X 简写 为 X', 用 这 一 记 法 , X”' 与 区 的 关系 如 何 ? 
试 证 明 X= 了- 

6. 一 集合 称 为 离散 的 ,如果 它 的 所 有 点 都 是 孤立 点 。 试 证 明了 及 或 中 
的 一 个 离散 集 是 可 数 的 ， 

7. 试 证 明 任 一 集合 的 聚 点 组 成 一 个 闭 集 . 
1.3 连通 性 

若 召 是 度量 空间 8 的 任 一 非 空 子 集 , 从 恕 本身 来 看 , 可 以 把 
它 考虑 为 8 上 具有 同一 距离 函数 d(z, 9) 的 一 个 度量 空间 . 加 上 
的 邻 域 和 开 集 就 象 在 任何 度量 空间 上 一 样 定义 , 但 卫 上 的 开 集 当 
看 成 8 的 子 集 时 不 需要 是 开 的 .为 了 避免 混乱 ， 如 上 的 邻 域 和 开 
集 经 常 叫做 相对 邻 域 和 相对 开 集 。 作为 一 个 例子 , 我 们 把 闭 区 间 
0<w<1 看 作 忆 的 一 个 子 空间 , 于 是 半 闭 区 间 0<w<1 是 相对 开 
的 , 但 在 有 B 中 不 是 开 的 .因此 ， 当 我 们 说 一 个 子 集 召 具有 某 种 特 
定 的 拓扑 性 质 时 , 总 是 指 它 作为 子 空间 时 具有 这 一 性 质 , 它 的 子 空 
间 拓 扑 就 称 为 相对 拓扑 . 

直观 地 说 , 一 个 空间 是 连通 的 , 如 果 它 是 由 单一 的 片 组 成 .为 
使 这 一 说 法 有 意义 , 必须 用 接近 程度 来 定义 这 一 陈述 ， 最 容易 的 
办 法 是 给 出 一 个 反面 的 表征， 各 果 存在 -个 划分 人 人 


"0 .+ 


非 空 的 一 个 作 各 隐 过 通 和 党 以 如 下 的 方式 使 用， 倪 可 忆 风 
. 造 量 的 两 个 互补 的 开 子 集 4 和 B, 如 果 5S 是 连通 的 ,那么 4 或 B 
之 一 是 空 集 . 

子 集 CS 称 为 是 连通 的 , 如 果 它 在 相对 拓扑 下 是 连通 的 .不 
进 汪 谋 , 我 们 重复 ， 
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个 不 相交 的 非 室 的 相对 开 集 之 并 
如 果 召 是 开 和 的 ， 召 的 一 个 子 集 是 相对 开 的 , 当 且 仅 当 它 是 开 
的 ， 类 似 地 ， 如果 互 是 闭 的 , 则 相对 闭 就 意味 着 闭 . 因此 我 们 可 


以 说 ， 和 de i 


se 


人 


以 是 空 : 集 ， 

连通 集 的 平凡 例子 就 是 空 集 以 及 只 由 一 个 点 组 成 的 任何 集 . 

在 实 直线 的 情形 , 可 以 命名 所 有 的 连通 集 、 最 重要 的 结果 蚌 
整个 直线 是 连通 的 ， 这 实际 上 是 实数 系 的 基本 性 质 之 一 . 

一 个 区 间 由 下 列 四 种 类 型 的 不 等 式 之 一 定义 ; ge<o<2 co<az 
<b, a<w<b, orbO， 对 于 4= 一 oo 或 5= 十 co， 这 包括 半 
无 限 区 间 和 整个 直线 . 

定理 1 实 直 线 的 非 空 连 通 子 集 都 是 区 加 ， 

我 们 在 这 里 采用 经 典 证 法 之 一 ， 它 的 根据 是 任 一 单调 序列 必 
有 一 个 有 穷 或 无 穷 的 极限 . 

没 实 轴 及 用 两 个 互 不 相交 的 闭 集 的 并 集 表示 为 . 及 = 4AU B. 
如 果 4 及 B 都 不 是 空 集 , 则 可 以 找到 a1€4 及 b1.EB， 不 妨 设 
a1<b1， 现 在 将 区 间 (wb1) 平分 , 平分 所 得 的 两 个 半 区 间 中 必 
”有 一 个 有 左 端点 在 4 中 , 而 右 端 点 在 B 中 ， 把 这 一 区 间 记 为 (as， 
52)， 仿 此 继续 进行 下 去 ， 于 是 可 得 区 间 套 (ga。，bs) 的 一 个 序列 ， 
且 aE4, EB， 序 列 {aw} 及 {8s} 具有 同一 极限 c， 由 于 4 及 
B 是 闭 集 , c 应 为 4 及 B 的 一 个 公共 点 ， 这 一 矛盾 说 明 夭 或 B 
中 有 一 个 应 是 空 集 , 因此 及 是 连通 的 ， 

上 述 证 法 稍 作 修改 后 可 适用 于 任何 区 间 . 

在 完成 定理 证 明之 前 我 们 播 入 一 个 重要 的 注 记 ， 设 召 是 有 
的 一 个 任意 子 集 ， 如 果 对 于 所 有 的 zE 忆 有 us<sz, 则 称 w 为 至 的 
下 界 . 现在 考察 全 体 下 界 组 成 的 集 4， 显然 4 的 余 集 是 开 集 . 
. 至 于 4 本身, 则 很 容易 看 出 只 要 它 不 包含 任何 最 大 数 , 它 必 是 开 

和 @ ”我 们 把 开 区 司 记 成 (a, 5)， 闭 区 间 记 成 [a, 杂 ; 男 一 种 常用 的 记 法 是 把 开 区 
闻 记 为 1a, bb 半 闭 区 间 记 成 ]e, ,或 fa, bb 这 里 应 当 理 解 , 总 是 a<b。 
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集 ， 由 于 直线 是 连通 的 ，4 及 其 余 集 不 能 同时 是 开 集 , 除非 其 中 
之 一 为 空 集 ， 因 此 产生 了 三 种 可 能 ; 或 者 4 是 空 集 , 或 者 4 包含 
一 个 最 大 数 , 或 者 4 是 整个 直线 。 如 果 存 在 的 话 ，4 的 最 大 数 a 
称 为 召 的 最 大 下 和 界 ( 下 确 界 ), 通常 ， 对 于 wzEB,， 其 下 确 界 用 
g. 1. b. 2 或 inf w 来 表示 。 如果 和 4 是 空 集 , 则 令 a= 一 co, 如 果 人 4 
是 整个 直线 , 则 令 4= 十 co， 根据 这 一 约定 , 实数 的 每 一 个 集 具有 
唯一 确定 的 下 确 界 ; 很 清楚 , 为 要 4= 十 ce, 必须 而 且 只 须 卫 为 空 
集 . 对 应 地 ， 可 定义 最 小 上 界 (上 确 界 )@, 对 于 wE 如, 我 们 以 
1.a.b.z 或 supz 表示 上 确 界 . 

现在 再 回 到 定理 的 证 明 上 来 , 设 如 是 一 连通 集 , 具有 下 确 界 a 
及 上 确 界 3， 轧 的 所 有 点 包括 极限 点 , 都 位 于 4 与 5 之 间 .， 设 区 
间 4 过 <3 中 有 一 点 不 属于 如， 则 开 集 wx<& 及 %>E 将 覆盖 
如 ,而 由 于 吾 是 连通 的 ， 故 这 两 个 开 集 之 一 将 不 与 相交， 不 妨 
设 瑟 中 没有 点 位 于 二 的 左边 。 在 这 种 情况 下 ,如 果 志 是 下 界 ， 就 
将 与 5 是 下 确 界 相 了 矛盾 . 相反 的 假设 也 将 导致 同样 的 矛盾 ， 因 此 
可 得 结论 :上 必 属于 召 . 由 是 可 知 如 是 一 个 开 的 、 闭 的 或 半 闭 的 区 
间 , 端点 为 4 和 5, 而 4a= 一 oo 和 5= 十 oo 的 情形 也 包括 在 内 . 

在 证 明 过 程 中 , 我 们 引入 了 下 确 界 与 上 确 界 的 概念 。 如 果 集 
是 闭 的 而 且 上 确 界 与 下 确 界 均 为 有 穷 , 则 它们 必 属 于 集 , 此 时 就 把 
下 确 界 与 上 确 界 分 别称 为 极 小 与 极 大 ， 为 了 确信 和 界 为 有 穷 , 必须 
先知 道 集 为 不 空 而 且 具 有 某 一 有 穷 的 下 界 与 某 一 有 穷 的 上 界 . 换 
名 话说, 这 时 的 集 必 位 于 一 个 有 穷 的 区 间 之 内 ; 这 样 的 集 称 为 有 界 
集 ， 于 是 就 证 明了 下 面 的 定理 : 

定理 2 实数 的 任 一 不 空 有 界 闭 集 必 有 一 个 极 小 与 一 个 极 
大 . . 

平面 上 连通 集 的 结构 就 不 象 数 轴 上 那样 简单 ， 但 下 面 关 于 连 
通 开 集 的 特性 基本 上 包括 了 我 们 所 需 的 全 部 信息 . 

定理 8 于 丙 上 一 个 不 室 开 集 是 活 通 的 其 充 要 条 件 为 ;该 集 


as 


s 0 oo oe 0 oe 9 


二 序列 的 确 界 已 在 策 3 章 2. 1 
。 S50 ， 


连接 折线 的 概念 比较 简单 ,这 里 用 不 着 再 作 形式 定义 了 

现在 先 证 条 件 的 必要 性 : 设 4 为 一 连通 开 集 , 选 定 一 点 
4E€4， 将 4 中 的 点 加 以 区 分 , 凡 可 以 用 4 中 的 折线 与 相连 的 
点 的 全 体 记 为 41, 而 不 能 用 和 4 中 的 折线 与 4 相连 的 点 的 全 体 记 
为 4s， 现 在 我 们 来 证 明 41、4s 均 为 开 集 .首先 , 如 设 wE 41, 则 
存在 w 的 一 个 邻 域 | zar| < 包含 于 4 中 ， 这 一 邻 域 中 的 所 有 
点 均 可 用 一 线段 与 a1 相连 , 由 此 可 用 折线 与 4 相连 ， 故 知 整个 邻 
域 包含 于 4 之 内 ,从 而 4 是 开 集 ， 其 次 , 如 a2€ 4s, 令 12 一 
< 一 8 为 包含 于 4 中 的 一 个 邻 域 ， 如 果 这 一 邻 域 中 有 一 点 可 用 一 折 
线 与 5 相连, 则 ca 必 可 用 一 线段 与 该 点 相连 , 从 此 可 与 a 相连, 但 
这 与 4; 的 定义 矛盾 ， 故 知 4s 是 开 集 ， 由 于 4 是 连通 的 , 故 其 于 
集 41、 As 中 必 有 一 个 是 空 集 . 但 41 包含 点 @; 因此 4 是 空 集 ， 
从 而 所 有 的 点 都 可 与 4 相连。 最 后 , 和 4 中 的 任意 两 点 可 以 经 由 4 
相连 ,这 就 证 明了 条 件 是 必要 的 . 

”在 今后 ， 我 们 甚至 可 把 任意 两 点 用 边 平行 于 坐标 轴 的 折线 来 
连接 .其 证 明 与 上 述 相同 ， 

为 了 证 明 条 件 的 充分 性 , 设 4 可 用 4-A1U 4; 即 两 个 互 不 
相交 的 开 集 的 并 来 表示 。 选取 wmE .41、as€ 4s, 并 设 这 两 点 可 用 
4 中 的 折线 来 连 搂 。 于 是 这 折线 必 有 一 段 连接 41 中 的 一 点 到 4。 
中 的 一 点 , 据 此 我 们 只 要 研究 w、cs 可 用 一 线段 来 连接 的 情形 就 
够 了 、 这 一 线段 的 参数 表示 式 为 = aa 二 tas 一 an)， 此 处 参数 上 取 
值 于 区 闻 0<i<1, 在 区 间 0<t<1 中 ,分 别 与 41 及 .4s 中 的 点 对 
应 的 两 个 子 集 显然 是 开 集 、 开 不 相交 而 且 不 空 。 但 这 与 区 间 的 连 
通 性 矛盾 , 于 是 证 明了 条 件 的 充分 性 。 

这 定理 容易 推广 到 及" 和 CO" 

定义 4 一 个 非 空 的 连 道 开 集 称 为 一 个 域 
”根据 定理 8 可 知 : 整个 平面 ,一 个 开 辕 盘 |z 一 4| <p 和 一 个 半 
平面 都 是 域 . 同样 , R" 中 的 任 一 8 邻 域 也 是 一 个 域 ， 域 是 一 个 
开 区 间 的 多 维 模拟 ， 一 个 域 的 闭 包 称 为 闭 域 ， 很 明显 , 不 同 的 域 
可 以 有 相同 的 闭 包 . 
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通常 ,例如 在 证 明 过 程 中 ,我 们 需要 分 析 那 些 定义 得 非常 舍 混 
的 集 的 结构 。 在 这 种 情况 下 , 第 一 步 就 是 把 所 考察 的 集 分 解 成 它 
的 若干 个 最 大 连通 分 集 (component)， 这 里 所 谓 分 集 , 就 是 一 个 
连通 子 集 , 它 不 包含 在 任何 更 大 的 连通 子 集中 . 

定理 4 每 一 个 集 具有 唯一 的 分 成 分 集 的 分 解 . 

如 果 马 是 给 定 的 集 , 考虑 一 点 a€ 加 , 并 设 Ola) 表示 瑟 的 
包含 4 的 所 有 连通 子 集 的 并 .由 于 由 单一 的 点 & 组 成 的 集 是 连通 
的 , 所 以 C(c) 肯定 包含 a， 如 果 能 证 明 CO(c) 是 连通 的 , 则 它 是 
. 一 个 最 大 的 连通 集 , 换言之 , 是 一 个 分 集 . 但 是 任何 两 个 分 集 或 
是 不 相交 的 , 或 是 全 同 的 , 而 这 是 要 我 们 证 明 的 ， 事 实 上 , 如 果 
cEO(o) NCCB), 则 由 CLo) 的 定义 以 及 Cla) 的 连通 性 , 有 Co) - 
CO(e). 因此 EC(eo)， 由 同一 理由 ，C(oOCC(eJ)， 所 以 事实 上 
CQ(o) =C(， 类 似 地 ,CC =C(o， 因 此 Do) 一 CCG)， 我 们 称 
Cla) 是 4 的 分 集 . 

假定 C(c) 不 是 连通 的 , 则 我 们 要 找 相对 开 集 4、B: 包 使 得 
0(la)=4UB，4NB=8， 我 们 可 以 假设 cE4， 而 B 包含 一 点 
b， 由 于 5EO(a), 所 以 存在 一 个 连通 集 丽 C 吾 , 它 包含 g 和 让 

表示 如 (Bo 人 4) U (Boon B) 将 是 分 解 为 相对 开 子 集 的 一 个 分 
解 ， 又 因为 a€ Bo 4， bENNB, 没有 一 -个 部 分 是 空 的 . 这 是 一 
个 矛盾 ,因此 C(c) 是 连通 的 . 

定理 5 在 BB 中 ,任何 开 集 的 分 党 是 开 的 ， 

这 是 下 列 事实 的 推论 : 在 R* 中 8 邻 域 都 是 连通 的 ， 考察 
aEC(o)C 召 如果 召 是 开 的 , 它 包 含 B(o，5)， 因 为 BCa, 5) 是 
连通 的 , 所 以 B(a, 8) CO(l4)， 因 此 C(c) 是 开 的 .更 一 般 些 , 论 
断 对 任何 局 部 连通 的 空间 8 是 正确 的 , 这 是 指 : 点 “ 的 任何 邻 域 
包含 % 的 一 个 连通 邻 域 。 此 证 明 留 给 读者 . 

.此 外 ,在 BR" 的 情形 , 可 以 得 出 结论 : 分 集 的 数目 是 可 数 的 ,为 - 
了 看 出 这 一 点 , 注意 每 .一 个 开 集 必须 包含 具有 有 理 坐 标的 点 ， 而 
具有 有 理 坐 标的 点 集 是 可 数 的 , 这 样 , 就 可 表 成 序列 {px} ， 对 每 
个 分 集 C(2), 确定 最 小 的 使 得 pe ECCa)， 不 同 的 对 应 不 同 
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的 分 集 ， 于 是 得 出 结论 :分集 与 自然 数 子 集成 一 一 对 应 , 因此 分 集 
是 可 数 的 ， 

例如 ,及 的 每 一 开 子 集 是 不 相交 开 区 间 的 可 数 并 集 

又 ,可 以 分 析 一 下 证 明 ,从 而 得 到 更 一 般 的 结果 ,我们 说 集 恕 
在 8 中 是 稠密 的 , 如 果 加- 一; 下放 区 是 分 的 如 果 存 在 
一 个 可 数 子 集 , 它 在 8 中 稠密 ， 这 样 就 得 到 下 列 结 

在 局 部 连通 可 分 空间 中 ， 各 人 全 不 相 区 二 和 可 


ss 


习 题 


1. 如 果 及 CS, 试 证 明 了 的 相对 开 ( 闭 ) 子 集 就 是 那样 的 集合 , 它们 可 以 
表 为 和 与 8 的 一 个 开 ( 闭 ) 子 集 的 交 .。 

2, 试 证 明 , 两 个 区 域 的 并 是 一 个 区 域 , 当 且 仅 当 它们 有 一 个 公共 点 . 

. 证明 连 通 集 的 闭 包 是 连通 的 . 

4. 设 4 是 点 Go 办 ER2， 且 20、|g| <1 的 集合 , 并 设 也是 z>0、 

8 一 Sin ?1 的 集合 间 4 如 是 不 是 连通 的 ? 
. 设 刀 是 点 (x, 9)E BR? 的 集合 ,适合 0<z< 二 对 于 某 一 下 整数 ,或 

者 y= 1, 或 者 y= 二 1/n， 间 如 的 分 集 是 什么 ?它们 是 否 全 是 闭 的 ? 它们 是 相对 
开 的 吗 ? 试 验证 瑟 不 是 局 部 连通 的 . . 

6. 证 明 闭 集 的 各 分 集 都 是 闭 的 (应 用 第 3 题 ). 

7. 如 果 集合 的 所 有 点 是 孤立 的 , 则 称 它 为 离散 的 ， 试 证 明 可 分 度量 空 
间 中 的 一 个 离散 集 是 可 数 的 . 1 


1.4 紧 致 性 

收敛 序列 和 Cauchy 序列 的 概念 在 任何 度量 空间 中 章 然 都 是 
有 意义 的 ， 事实 上 , 如 果 Q(z。，o)->0， 我 们 就 可 以 说 mw->w; 如 果 
d(on，2m) 当 %、m>oo 时 趋 于 零 , 则 说 {2w} 是 一 个 Qauchy 序列 . 
很 明显 ,每 个 收敛 序列 是 Cauchy 序列 .对 于 及 和 和, 我们 已 经 
证 明了 它 的 逆 命 题 是 成 立 的， 即 每 个 Cauchy 序列 是 收敛 序列 (第 
2 章 第 2.1 节 )。 不 难看 出 , 这 一 性 质 可 推广 到 任何 及 "。 鉴于 这 
个 性 质 的 重要 性 ,我 们 给 它 一 个 特殊 的 名 称 ， 
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定义 5 一 个 度量 空间 称 为 是 完备 的 , 如 果 每 个 Oauohy 序 


如 果 一 个 子 集 被 看 作 一 个 子 空间 时 是 完备 的 ， 则 称 它 为 完备 
的 .读者 不 难 证 明 ; 一 个 度量 空间 的 完备 子 集 是 闭 的 ; 一 个 完备 空 


ee 


现在 我 们 要 介绍 紧 致 性 这 个 较 强 的 概念 ， 它 比 完备 性 强 , 是 
指 每 个 紧 致 空间 或 集合 必 是 完备 的 , 但 反之 不 真 ， 事 实 上 , 及 和 1 
的 紧 致 子 集 都 是 有 界 闭 集 ， 根据 这 一 结果 ,似乎 可 以 删 掉 紧 致 性 
这 个 概念 , 至 少 对 于 本 书 的 目的 是 如 此 ， 但 这 是 不 明智 的 ， 因 为 
这 样 做 就 意味 着 要 我 们 闲 眼 不 看 实数 或 复数 的 有 界 闭 集 的 最 显著 
性 质 ， 结 果 是 我 们 必须 在 许多 不 同 的 方面 基本 上 重复 相同 的 证 
明 . 

紧 致 性 有 几 个 等 价 的 特性 描述 , 至 于 选用 哪 一 个 作为 定义 , 则 
根据 各 人 的 爱好 而 定 。 无 论 怎样 做 ,未 入 门 的 读者 总 会 感到 有 些 
模糊 , 因为 他 还 不 能 识别 定义 的 目的 .这 是 不 足 为 奇 的 , 因为 要 使 
数学 家 对 最 好 的 方法 表示 赞同 , 经历 了 整整 一 代 人 . 目前 的 一 臻 
意见 是 : 最 好 注意 集中 在 可 以 使 一 个 给 定 的 集合 能 够 用 开 集 来 履 
盖 的 不 同方 法 上 . 

我 们 说 开 集 族 是 集合 环 的 一 个 开 和 覆盖 ， 如 果 邓 包含 在 这 些 
开 集 的 并 集 之 中 .一 个 子 覆盖 就 是 具有 同一 性 质 的 开 集 族 的 一 个 
子 集 .一 个 有 穷 覆 盖 是 由 有 限 数 的 集合 组 成 的 一 个 覆盖 . 紧 致 性 
的 定义 如 下 ; 

定义 6 集 革 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 立 的 每 一 个 开 覆 盖 包 含 
一 个 有 穷 的 子 覆盖 . 

在 这 里 , 我 们 把 设想 为 度量 空间 8 的 一 个 子 集 , 并 用 5 的 
开 集 来 对 它 进行 覆盖 ， 但 如 果 也 是 3 中 的 一 个 开 集 , 则 UN 关 是 
并 的 一 个 开 子 集 (一 个 相对 开 集 ); 反之 , 们 的 每 个 开 子 集 可 以 表 
成 这 一 形式 ($1.8 习题 1 )， 因 此 ,我 们 的 定义 究 竞 是 对 全 空间 阅 
述 的 ,还 是 对 -一 个 子 集 阐述 的 , 是 没有 差别 的 ， 

在 定义 中 阐明 的 性 质 常 称 为 Heine-Borel 性 质 。 它 的 重要 性 
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在 于 ; 用 开 履 盖 来 阐述, 有 许多 证 明 变 得 特别 简单 ， 

我 们 首先 证 明 每 个 紧 致 空间 必 是 完备 的 ， 设 区 是 紧 致 的 ,并 
设 {ws} 是 于 中 的 一 个 Oauchy 序列 。 如 果 4 不 是 {zn} 的 极限 ， 
则 存在 一 个 s>0,， 使 得 对 无 穷 多 个 赂 有 dow 们 >2s， 确 定 mo， 
使 当 mm 、w>mo 时 ，d(zm, mm)<s， 选 取 一 个 固定 的 wm， 使 
qs Yy) 之 28, 则 对 所 有 的 之 no,， 有 ad(vm, o) 关 GCC， 一 Co 
m4) >>8， 于 是 推 知 , 8 邻 域 B4W 8) 只 合 有 限 多 个 和 《更 好 地 说 ， 
只 对 有 限 多 个 m 包含 mw)， 

现在 考虑 只 含有 限 多 个 zx。 的 所 有 开 集 U 组 成 的 集 族 ， 若 
{zn} 不 收敛 , 则 据 上 面 的 理由 , 得 知 这 一 集 族 是 卫 的 一 个 开 覆 盖 . 
因此 它 必 含 一 个 有 穷 的 子 覆 盖 , 由 U1,…, Uw 组 成 ， 但 这 显然 不 
可 能 , 因为 每 个 DA 只 含有 限 多 个 2， 而 这 将 意味 着 给 定 的 序列 是 
有 穷 的 ， 

其 次 ,一 个 紧 致 集 必 是 有 界 的 (一 个 座 量 空间 是 有 办 的， 如 果 
所 有 距离 都 不 超过 一个 有 穷 的 界 )， 为 了 看 出 这 一 点 , 选 一 点 如 
并 考虑 所 有 的 球 BCwo, *)。 这 些 球 组 成 了 的 一 个 开 覆 盖 . 如果 
于 是 紧 致 的 , 它 将 包含 一 个 有 穷 的 子 祺 盖 ; 换言之 ,XCB(wo, 
71)U… UB(wo, 7m)， 这 意味 着 站 CBGzo 7), 其 中 7 二 max (ri 
…, rm)， 由 此 推 知 : 对 于 任何 z、yE 了, 都 有 dl%, <d(%, v0) 
十 d(y, wo) 达 27, 这 就 证 明了 祥 是 有 界 的 . 

但 是 ,有 界 性 并 不 是 我 们 所 能 证 明 的 全 部 内 容 . 为 方便 起 见 ， 

我 们 定义 一 个 较 强 的 性 质 , 称 为 全 有 界 性 . 

定义 7 集 X 称 为 全 有 界 交 ， 如 果 对 于 任 一 s>0， 可 用 有 穷 
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这 出 任何 紧 到 全 来 说 悄 定 是 对 的 。 因 为 半径 为 的 球 的 全 条 
是 一 个 开 柳 盖 , 而 紧 致 性 蕴涵 着 可 以 抽取 有 穷 多 个 来 覆盖 茂 ， 注 
意 : 一 个 全 有 界 集 必 是 有 界 的 , 因为 如 果 

XCBly, 2) UU Bom, 8), 
则 于 的 任 两 点 之 间 的 距离 小 于 2s-+maxd(ws, wy)， (上面 关 于 任 
一 紧 致 集 是 有 界 集 这 一 证 明 现在 变 成 多 余 的 了 ,) 
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我们 已 经 证 明了 下 列 定理 的 一 部 分 ， 

定理 6 一 个 集 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 它 是 完备 县 全 有 界 的 . 

为 了 证 明 这 个 定理 的 另 一 部 分 ， 假定 度量 空 网 3 是 完 各 上 全 
有 界 的 .假设 存在 一 个 开 覆 盖 , 它 不 包含 任何 有 穷 子 闭 羡 ， 
ss 一 2-"。 我 们 知道 8 可 用 有 穷 多 个 B(z，e1) 覆盖 . 加 入 个 
”都 有 一 个 有 穷 的 子 覆 盖 , 则 8 亦 然 ; 因此 存在 一 个 球 B(zu e) , 它 
并 不 容 有 一 个 有 穷 的 子 覆 盖 ， 由 于 B(x1,81) 本 身 是 全 有 界 的 ， 
所 以 可 找到 一 个 waEB(oi，e0)， 使 得 B(wa，sa) 没有 有 穷 的 子 覆 
盖 @， 如 何 使 构造 继续 下 去 , 那 是 清楚 的 : 我 们 得 到 -一 个 序列 zw 
它 具 有 性 质 ，B(zw，s) 没有 有 穷 子 材 盖 ， 并 且 mxzE 了 (on， sn)， 
后 一 性 质 意 味 着 d(%， Tat1) < Bn, 因此 Qn, Dnt+o) Ent Entit ** 
十 6ntp_1 达 2-"t， 这 说 明 mm 是 一 个 Cauchy 序列 、 它 收敛 到 极限 
y, 而 这 个 4 属于 给 定 的 覆盖 中 的 开 集 之 一 IT。 由 于 了 是 开 的 , 它 
包含 球 B(%，8)， 取 如 此 大 的 m 使 得 dzw 办 <<8/2 和 en 过 6/2， 
于 是 B(zw en) CB(y, 人)， 因 为 dlz, zr) 二 sn 草 涵 着 d(x, Y)<< 
d(o， wn) 十 d(xn, Y) 之 8。 所 以 了 B(zn， sn) 有 一 个 有 穷 的 子 覆盖 , 它 
由 单个 集 Z 组 成 ， 这 是 一 个 矛盾 , 因此 8 具有 Heine-Borel 性 质 . 

推论 及 或 人 的 一 个 子 集 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 它 是 闭 且 有 办 
的 . 

我 们 已 经 提 及 过 这 一 特殊 的 推论 。 在 一 个 方向 , 结论 是 显然 
的 ; 我 们 知道 一 个 紧 致 集 是 有 界 且 完备 的 ; 但 是 BE 和 6 都 是 完 
的 , 而 一 个 完备 空间 的 完备 子 集 都 是 闭 的 ， 对 于 相反 的 结论 ,需要 
证 明 及 或 9 中 每 -个 有 界 集 是 全 有 界 的 ， 我 们 就 C 的 情形 来 讨 
论 . 如 果 互 是 有 界 的 , 那么 它 包含 在 一 个 圆 盘 中 , 因而 包含 在 一 
个 正方 形 中 . 这 个 正方 形 可 以 分 成 有 穷 多 个 边 长 任意 小 的 正方 形 ， 
而 这 些小 正方 形 又 可 用 半径 任意 小 的 圆 盘 来 覆 闪 ， 这 证 明了 六 是 
全 有 界 的 ， 除 了 一 ' 个 不 应 掩盖 的 小 点 之 外 。 当 把 定 儿 7 应 用 到 子 
集 下 CS 上 时 , 多少 有 点 不 明确 , 因为 邻 域 究竟 是 关于 互 的 还 
是 关于 5 的 并 不 清楚 ; 就 是 说 ; 我 们 是 否 要 求 它们 的 中 心 落 在 区 

@ 这 里 用 了 这 样 的 事实 ; 一 个 全 有 界 集 的 任 一 子 集 是 全 有 界 的 . 读者 可 证 明之 ， 
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上 是 不 明确 的 。 看 来 这 是 没有 什么 作用 的 .事实 上 , 假设 已 用 中 - 
心 不 一 定 落 在 了 上 的 。 邻 域 覆 盖 了 了 肚 。 如 果 这 样 一 个 邻 域 不 与 
习 相交 , 那么 它 是 多 余 的 , 可 以 弈 去， 如 果 它 确实 包含 X 的 一 个 
点 , 那么 就 可 用 那 一 点 的 一 个 28 邻 域 代替 它 ， 并 得 到 了 一 个 用 中 
心 在 筷 上 的 一 些 2e 邻 域 覆 盖 的 有 穷 覆盖 . 根据 这 一 理由 , 不 明 
确 仅 是 表 观 上 的 ， 因 此 关于 @ 的 有 界 子 集 都 是 全 有 界 的 这 个 证 明 
是 正确 的 . 

紧 致 性 还 有 第 三 个 特性 描述 , 它 与 极限 点 (有 时 称 为 聚 点 值 ) 
的 概念 有 关 : 我 们 称 y 是 序列 {zw} 的 一 个 极限 点 , 如 果 存 在 一 个 
子 序列 {wn} 收敛 于 y， 一 个 极限 点 几乎 与 点 mm 组 成 的 集合 的 一 
个 聚 点 相同 , 区 别 仅 在 于 一 个 序列 可 以 允许 同一 点 重复 出 现 .车 y 
是 -一 个 极限 点 , 则 9y 的 每 一 邻 域 包含 无 穷 多 个 m。 反之 亦 然 、 事 
实 上 , 设 ex->0。 如 果 每 个 球 B(y，sx) 包含 无 穷 多 个 mm 则 可 归 
纳 地 选取 下 标 mw, 使 得 cwiEB(， sz) 且 wz， 显然 fw,,} 收 
敛 于 Y. 


0 
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这 一 定理 常 称 为 Bolzano-Weierstrass 定理 、 原 来 的 陈述 是 
这 样 的 : 复数 的 每 个 有 界 序列 具 有 一 个 收 化 的 子 序列 . 它 之 所 以 
被 认为 是 一 个 重要 定理 ,是 由 于 它 在 解析 泪 数 论 中 有 重要 作用 . 
-证明 的 第 一 部 分 是 以 前 一 个 论据 的 重复 ， 如果 4 不 是 {zw} 
的 一 个 极限 点 , 则 y 有 一 个 只 含有 穷 多 个 Zz 的 邻 域 ， 如 果 没 有 极 
限 点 , 则 只 会 有 穷 多 个 x 的 那些 开 集 组 成 一 个 开 覆 盖 .在 紧 致 的 
情形 , 我 们 可 选取 一 个 有 穷 的 子 覆盖 ,这 样 可 推 知 序列 是 有 穷 的 ， 
以 前 我 们 使用 这 一 理由 是 证 明 一 个 紧 致 空间 是 完备 的 。 实 质 上 是 
证 明了 每 个 序列 具有 一 个 极限 点 , 然后 注意 到 ,具有 月 一 个 极限 点 的 
Cauchy 序列 必 是 收敛 的 。 为 了 顺理成章 ， 最 好 在 证 明定 理 6 之 
前 , 先 证 明定 理 7. 但 我 们 尽早 强调 全 有 界 性 的 重要 性 . 
剩 下 要 证 明 其 道 命 题 . 首先 ，Bolzano-Weierstrass 性 质 显然 
意 昧 着 完备 性 .事实 上 ,刚才 指出 ; 一 个 具有 极限 点 的 Cauchy 序 
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. 列 必 是 收敛 的 ， 现在 设 空 间 不 是 全 有 界 的 , 则 存在 一 个 s>0, 使 
得 空间 不 能 用 有 穷 多 个 s 邻 域 来 覆盖 .我们 作 序 列 {2w} 如 下 : 
是 任意 的 , 当 wj1，…， zn 选 定时 , 选 w+d 使 得 它 不 落 在 BCwi,，8)U 
B(wa, 8)U…UB(Gz s) 中 ， 这 总 是 可 能 的 ,因为 这 些 邻 域 并 不 
履 盖 全 空间 . 但 很 明显 {ww 没有 收敛 的 子 序列 , 因为 对 于 所 有 的 
2 和 mw 都 有 d(xm, oo) 盖 8s。 由 此 得 到 结论 ，Bolzano- Weierstrasa 
性 质 意 味 着 全 有 界 性 .考虑 到 定理 6, 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 

读者 应对 下 列 事实 作 思 考 ; 我 们 介绍 了 紧 致 性 的 三 种 特性 描 
述 , 它们 的 逻辑 等 价 性 并 不 是 明显 的 . 应 当 看 清 , 这 类 结果 对 于 尽 
可 能 简明 地 介绍 证 明 来 说 是 具有 特殊 价值 的 。 


习 题 


1. 试 给 出 下 列 事实 的 另 一 证 明 :， 复数 的 每 个 有 界 序 列 具 有 一 个 收 人 鳅 的 
子 序列 (例如 运用 下 极限 )， 

2. 证 明 -Heine-Borel 性 质 也 可 表达 如 下 : 彼此 不 交 的 闭 集 , 其 每 一 个 集 
族 包含 一 个 有 穷 的 子 族 , 它们 彼此 不 相交 . 

3, 用 紧 致 性 证 明 实数 的 一 个 有 界 闭 集 具 有 一 个 极 大 值 . 


4. 如 果 可 1 本 >… 是 不 空 紧 致 集 的 一 个 如 威 序列 , 则 交 让 已, 非 
空 (Cantor 引 理 )， 用 例子 说 明 ; 如 果 集 合 仅仅 是 轩 的 , 则 上 面 结论 不 一 定 成 


立 . 

5. 设 8 是 实数 的 所 有 序列 z= {zs} 的 集合 , 使 得 zn 只 有 有 穷 多 个 不 为 
0 定义 dz, 骨 一 max |x。 一 yr|， 问 这 个 空间 是 完备 的 吗 ? 证 明 6 邻 域 不 是 
全 有 界 的 。 : 


1.5 连续 函数 

考虑 定义 在 度量 空间 8 上 而 取 值 于 另 一 度量 空间 &S' 上 的 函 
数 沁 函数 也 常 称 为 映照 : 称 j 了 将 8 上 映 入 8, 记 为 FS->S ， 很 自 
然 地 ,我 们 主要 讨论 实 值 或 复 值 函 数 ; 后 者 偶然 也 可 取 值 于 扩充 的 
复 平面 , 这 时 通常 的 距离 就 要 换 为 Riemann 球面 上 的 距离 了 ， 
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空间 & 是 函数 的 定义 域 ， 当 然 可 以 考虑 只 以 S 的 一 个 子 集 
为 定义 域 的 函数 了, 这 时 , 把 定义 域 看 作 一 个 子 空间 ， 在 大 多 数 情 
形 ,我 们 对 S 上 的 函数 与 它 限制 于 一 个 子 集 上 的 约束 不 作 区 别 ， 
用 同一 记号 表示 之 如果 和 CS8, 则 当 wE5 时 , f(w) 的 值 的 全 
体 称 为 对 在 f 下 的 象 ， 记 为 /( 了 )， 瑟 CS 的 原 象 1 了 X) 
是 由 使 f(w) EX' 的 所 有 %ES8 组 咸 ， 注 意 f(f(X”))CX，, 
f-1(f(X))IX, 

一 个 连续 函数 的 定义 实际 上 不 需 修 改 ; 我 们 说 了 在 « 连续 ,是 
指 , 对 任 一 s>0, 存在 8>0, 使 得 dlz, 4)<6 蕴涵 d (fz)， 
f(a))<s， 我 们 主要 讨论 在 定义 域 的 所 有 点 上 都 连续 的 函数 ， 下 
面 的 特性 刻 划 是 定义 的 直接 推论 ， 

一 个 十 数 是 连续 的 ， 光 人 须 而 且 只 须 每 一 个 开 集 的 原 象 是 开 的 . 


ss oo + eo. 
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癌 果 了 不 是 定义 在 全 部 8 上 , 则 Nt :天 和 “< 闭 " 
当然 应 该 相对 于 了 的 定义 域 来 理解 。 此 处 必须 特别 注意 的 是 , 这 
些 性 质 仅 对 原 象 成 立 ; 而 对 直接 的 象 不 成 立 。 例如 将 及 上 喘 入 及 的 
映照 Jo) = CdL+ 吧 ) 具有 象 (及 ) = {y; 0<y<<1}, 它 既 不 是 
开 的 , 也 不 是 闭 的 。 在 这 个 例子 中 , F(R) 不 是 闭 的 , 因为 及 不 是 
紧 致 的 . 事实 上 , 有 下 列 定理 成 立 ， 

定理 8 在 连续 映照 下 , 任 一 紧 致 集 的 象 必 是 紧 致 的 , 因而 是 
闭 的 . 

设 在 紧 致 集 肚 上 定义 并 连续 ， 考 虑 (他 ) 的 一 个 由 开 集 
7 组 成 的 覆盖 原 象 -1《U) 都 是 开 的 ,并 组 成 各 的 一 个 覆盖 ， 
由 于 子 是 紧 致 的 , 故 可 选取 一 个 有 穷 的 子 覆盖， 了 Cf-1(DU1)U 
…Uf-2Um)， 由 此 推 知 F( 且 )CUiU…UD。, 这 就 证 明了 f( 子 ) 
是 紧 致 的 . 

推论 紧 臻 集 上 一 个 实 值 连续 函数 必 有 一 个 极 大 值 及 一 个 极 
小 值 . 

象 是 及 的 一 个 有 界 闭 子 集 . 极 大 值 和 极 小 值 的 存在 可 从 定 
理 2 推出 来 。 
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定理 9 在 连续 映照 下 , 任 一 连通 集 的 象 是 连通 的 ， 

我 们 假定 了 在 全 空间 8 上 定义 并 连续 , 并 设 FS) 是 S 的 全 
体 . 设 8’ 一 4UB, 其 中 4 和 是 不 相交 的 开 集 那么 

S=f-1(A) UF !(B) 

是 8 表 为 不 相交 的 开 集 之 并 的 一 个 表示 . 车 8 是 连通 的 , 即 
广 !(4) 一 8 或 1-1(B)$， 因 而 4=8 或 B=8。， 从 而 得 出 结论 : 
S' 是 连通 的 . 

一 个 典型 的 应 用 是 断言 ， 在 连通 集 上 连续 的 非 零 实 值 函 数 或 
者 恒 正 或 者 恒 负 ， 事 实 上 , 象 是 连通 的 , 因此 是 一 个 区 间 . 但 是 一 
个 包含 正 数 和 负数 的 区 间 必 包含 零 

映照 f:S->5" 称 为 是 一 对 一 的 , 如 果 f(4) =f(9) 仅 当 z=y 
时 成 立 ; 如 果 FS) =S', 则 称 为 是 映 上 的 @, 同时 具有 这 两 种 性 质 
的 映照 具有 道 广 : 定义 在 8 上 , 满足 FICFCo))=z 和 Ce )) 
2， 在 这 一 情况 下 , 如 果 了 和 广 : 都 连续 , 就 说 了 是 一 个 拓扑 遇 
照 或 同 胚 映照 . 一 个 集 的 一 种 性 质 如 果 为 这 个 集 的 所 有 拓扑 映 象 
所 共有 , 则 称 这 一 性 质 是 一 种 拓扑 性 质 ， 例 如 已 经 证 明 的 紧 致 性 
和 连通 性 就 都 是 拓扑 性 质 (定理 8 和 9). 在 这 方面 应 当 指出 , 成 
为 一 个 开 子 集 的 这 一 性 质 并 不 是 拓扑 性 质 ， 如 果 了 CS 和 了 CC 
S', 并且 于 同 胚 映 为 了 ,那么 就 没有 理由 说 明 革 与 了 为 什么 同 
时 是 开 的 .看 来 当 8=S 一 了 及 "( 域 的 不 变性 ) 时 这 是 对 的 , 但 这 是 
一 个 深刻 的 定理 ,我们 不 需要 . 

一 臻 连续 的 概念 今后 将 经 常用 到 .一 般 地 说 ; 一 个 条 件 , 如 果 
”可 以 用 不 含 某 一 参数 的 不 等 式 来 表示 ， 那 么 就 称 这 个 条 件 关于 这 
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使 对 所 有 的 点 对 (z4， zx)， 只 要 (24，%a)<5，,， 就 有 (fw1)， 
f(%2)) 二 s 《这 里 应 强调 的 是 ，6 不 能 依赖 于 x1)， 则 称 函数 f 在 
和 上 一 致 连续 . 

定理 10 “在 紧 致 集 上 , 每 一 个 连续 函数 必 是 一 致 连续 的 . 


ae 


@ 这些 语 言 上 等 抽 的 术语 可 以 换 为 内 射 (injective) (对 于 一 对 一 ) 和 上 射 
(surjective) (对 于 映 上 )， 具有 这 两 种 性 质 的 映照 称 为 双 射 (bijective)， 
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这 定理 的 证 明 在 使 用 Heine-Borel 性 质 的 方法 中 是 典型 的 . 
设 了 在 紧 致 集 上 是 连续 的 . 对 每 一 个 yEX, 存在 一 个 球 
B(Yy, p)， 使 当 %€EB(Yy, p) 时 有 (f(z), GD))<s/2( 这 里 P 可 
以 依赖 于 y)， 考虑 了 的 由 小 球 B(y, p/2) 组 成 的 覆盖 ， 存 在 一 
个 有 穷 的 子 履 盖 : 六 CBOys, pi/2)U…UB(yn, pm/2)， 设 6 是 数 
P1/2,…,Ppm/2 中 最 小 者 ,并 设 4(w4， wa) <<5， 存 在 一 个 y 使 dwi， 
绑 ) 过 px/2, 并 得 到 d(xs, yx) 过 ps/2 十 6<6. 因此 df (v1), f (yx)) 
<<e/2 dca) 了 (Wr))<<812, 从 而 得 到 所 要 的 d(Cf(w1), (wa)) 
< 和 8， 

在 非 紧 致 的 集 上 ， 有些 连续 沙 数 是 一 致 连续 的 ; 有 些 则 不 是 ， 
例如 , 函数 z 在 整个 复 平面 上 是 一 致 连续 的 ,但 函数 2 就 不 然 . 


习 题 


1.， 试 作 一 个 将 开 画 盘 1s| <1 映 成 整个 平面 的 拓扑 映照. 

2.， 试 证 明 ， 与 一 个 开 区 间 拓 扑 等 价 的 实 轴 的 一 个 子 集 是 一 个 开 区 间 . 
(考虑 移 去 一 点 的 效果 ). 

3， 试 证 明 ; 一 个 紧 致 空间 的 每 一 个 连续 一 对 一 映照 是 拓扑 映照 (证 明 闭 
集 映 成 闭 集 .) 

4. 设 卫 与 了 是 完备 度量 空间 中 的 紧 致 集 , 试 证 明 ; 存在 sz € X, y6 了 
使 得 Q(z, y) 是 一 个 极 小 值 . 

5. 下 列 函 数 中 哪 几 个 是 在 整 实 轴 上 -- 致 连续 的 ， 


1 
sinx, zsinx, wein(x?), |2)? sinw? 


1.6 拓扑 空间 


把 接近 程度 用 距离 来 表 出 是 不 必要 的 ,而 有 是 常常 是 不 方便 的 . 
细心 的 读者 可 能 已 注意 到 前 儿 节 中 的 大 多 数 结果 都 是 通过 开 集 来 
前 述 的， 确实 ， 我 们 己 用 了 距离 定义 开 集 ， 不 过 这 样 做 实在 没有 
强 有 力 前 理由 如果 我 们 决定 把 开 集 看 作 基 本 的 对 象 , 那 就 必须 
假设 一 些 它们 应 该 满足 的 公理 .下 面 几 条 公理 引导 到 普遍 可 接受 
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的 拓扑 空间 的 定义 : 
定义 8 下 类 全 连同 它 的 一 族 称 为 开 集 的 子 集 是 一 个 拓扑 


0 + 0 0 0 0 。 
ae 
ee 
es 0. 
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我 们 可 看 到 这 一 术语 与 我 们 早 完 关于 度量 空间 开 子 集 的 定义 
是 相 容 的 。 事 实 上 , 性 质 (ii) 和 《ii) 要 着 重 强调 , 而 (i) 是 平凡 
的 . 

闭 集 是 开 集 的 余 集 , 因此 怎样 定义 内 部 、 闭 包 、 边界 等 等 就 立 
即 清楚 了 ， 邻 域 是 可 以 避免 的 , 但 它们 却 是 很 方便 的 :如 果 存 在 一 
个 开 集 避 , 使 得 2EU 且 UCN, 则 六 是 z 的 一 个 邻 域 . 

连通 性 纯粹 是 用 开 集 定义 的 ， 因 此 , 这 定义 转 到 拓扑 空间 后 
各 定理 仍 保持 正确 。 Heine-Borel 性 质 也 是 只 涉及 开 集 的 一 种 性 
质 ， 所 以 说 紧 致 拓扑 空间 是 完全 有 意义 的 。 但 是 , 定理 6 变 为 无 
意义 ,定理 了 变 为 不 正确 . 

实际 上 , 我 们 过 到 的 第 一 个 严重 困难 是 收敛 序列 ， 定义 是 清 
楚 的 ; 我 们 说 >w, 如 果 % 的 任 一 邻 域 包含 除 有 穷 个 之 外 的 全 部 
m%， 但 如 果 zw->z 且 my， 并 不 能 证 明 wy， 如 果 引 进 一 条 新 

公理 , 把 拓扑 空间 刻 划 为 Hansdorf 空间 , 那么 这 一 坏 手 的 情况 
吉林 必 各 了 

ie 一 个 招 扣 空间 称 为 Hausdorft 空间 ， 如 果 它 的 任意 


ee 


ae 


和 
yEV, 并 且 UNV =8， 这 一 条 件 成 立时 ,一 个 收敛 序列 的 极限 显 
然 是 唯一 的 。 在 本 书 中 , 我 们 没有 机 会 考虑 非 Hausdorff 空间 的 
空间 . 

这 里 无 法 给 出 一 些 不 能 从 一 个 距离 函数 导出 的 拓扑 的 例子 . 
”这 样 的 例子 是 非常 复杂 的 , 也 不 是 本 书 讨论 的 目的 。 要 记 住 : 在 实 
际 不 需要 距离 的 场合 引进 一 个 距离 可 能 是 不 自然 的 。 收 进 这 一 节 
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的 理 出 是 要 提醒 读者 ,上 距离 并 不 是 必需 的 ， 


2 共 形 性 


现在 回 到 所 有 函数 和 变数 都 限于 实数 或 复数 的 原来 情况 ， 度 
量 空间 的 作用 将 变 得 相当 小 ， 我 们 实际 需要 的 仅 是 连通 性 和 紧 至 
性 的 某 些 简单 应 用 ， 

整个 这 一 节 主 要 是 描述 性 的 ， 重 点 是 导数 存在 的 几何 推论 . 


2.1 弧 与 闭 曲 线 


平面 中 弧 y 的 方程 用 参数 形式 来 表示 最 为 方便 , 那 就 是 z= 
w(t), y==y(, 其 中 tt 取 值 于 区 沁 a<t<B， 且 w(t)、Yy(8) 都 是 
连续 函数 .我们 也 可 用 复数 记 法 z=z( 引 二 z( 旭 十 饮 ( 旨 ， 这 一 记 
法 有 若干 方便 的 地 方 。， 习 惯 上 也 常 把 弧 与 [w，B] 的 连续 映照 
等 同 起 来 .按照 这 种 习惯 ,最 好 把 映照 记 为 和 =y()， 

把 一 段 弧 看 作 是 一 个 点 集 ， 那 么 它 就 是 一 个 有 穷 闭 区 间 在 一 
连续 映照 下 的 象 ， 所 以 它 是 紧 致 的 ,也 是 连通 的 但是, 一段 弧 还 
不 仅仅 是 一 个 点 集 , 更 主要 的 它 还 是 一 个 点 列 , 按 参 数 的 递增 值 排 
出 顺序 ， 如 果 一 个 非 降 函 数 1=gt7) 将 区 间 ev<B' 映 成 cs; 
s 窒 B,， 则 z=z(p(z)) 所 定义 的 有 序 点 列 就 和 %=z(t) 所 定义 的 点 
列 相同 ， 我 们 说 第 一 个 方程 是 由 第 二 个 方程 经 参数 变换 而 产生 ， 
要 这 一 变换 是 可 道 的 , 必须 而 且 只 须 pkr) 为 严格 递增 .例如 , 方 
程 2=#8 十 认 (0&t<1)， 就 是 由 参数 的 可 逆 变 换 从 方程 2=t 填 维 ? 
(0<t<1) 导 来 . 参数 区 闻 (a, B) 的 变换 常 可 借 参 数 的 线性 变换 
来 完成 , 这 种 线性 变换 具有 形式 如 1 一 ar 十 b(4>>0). 

.在 逻辑 上 ， 最 简单 的 办 法 是 把 两 段 具 有 不 同方 程 的 弧 看 作 是 
不 同 的 驱 ， 而 不 问 其 中 一 个 方程 是 否 可 从 另 一 个 经 参数 变换 来 推 
出 ， 采 用 这 一 办 法 《下 面 我 们 正 是 采用 这 一 办 法 ),， 那么 证 明 弧 的 
某 些 性 质 在 参数 变换 下 保持 不 变 就 很 重要 。 例如 ， 一 段 弧 的 起 点 
和 终点 经 参数 变换 后 保持 不 变 ， 
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如 果 导 数 2( 旭 一 w( 引 十 iy/( 信 存在 且 天 0， 那么 狐 Y 具有 一 
条 切线 , 它 的 方向 由 argx(b 确定 .我 们 称 弧 是 可 微 的 ,是 指 x*(t) 
存在 和 而且 连续 (用 连续 可 微 这 一 名 词 太 不 方便 ); 如 果 再 有 2(t) 六 
0, 则 称 弧 是 正则 的 ， 如 果 上 面 列举 的 条 件 对 除去 有 穷 个 1 的 什 
以 外 成 立 , 则 称 弧 为 分 眉 可 微 或 分 段 正则 ; 而 在 这 些 除外 的 点 上 ， 
z() 仍 将 以 具有 左 导数 与 右 导数 而 连续 , 这 些 导数 分 别 等 于 x 人 
的 左 极限 及 右 极限 , 面 且 , 在 分 段 正则 的 情形 , 这 些 导数 大 0. 

一 段 弧 的 可 微 性 与 正则 性 在 参数 变换 ! 一 gp(7) 下 保持 不 变 ， 
只 要 gz) 是 连续 的 ,而 对 于 正则 性 , 还 要 9(7) 天 0. 这 时 ,我 们 就 
称 参数 变换 是 可 微 的 或 正则 的 . 

一 段 弧 ， 如 果 仅 当 二 = 如 时 有 z( 锯 ) 一 z( 如 ), 则 称 为 简单 张 或 
Jordan 弧 . 如 果 弧 的 两 端点 重合 , 即 s(a) = *(B)， 则 称 之 为 闭 曲 
线 . 对 于 闭 曲线 , 我 们 把 参数 的 移 换 (shift) 定义 如 下 : 如 原来 的 
方程 为 *“=2(D (a<isB)， 从 区 闻 (o，B) 中 选 定 一 点 名， 定义 一 
条 新 的 闭 曲 线 , 对 于 如 <t<B， 它 的 方程 为 x 一 z( 人 ), 而 对 于 B<t 
<to 十 B 一 a, 它 的 方程 为 x=z(t 一 B+o)， 这 一 移 换 的 目的 在 于 移 
去 起 点 的 明显 位 置 ， 可 微 的 或 正则 的 闭 上 曲线 及 简单 闭 曲线 (或 
Jordan 曲线 ) 的 正确 定义 是 很 显然 的 . 

弧 % 一 z()(a<t<B) 的 反 向 骤 是 指 弧 z=z( 一 站 (-B<t< 
一 «)， 两 个 相互 反 向 的 弧 , 根 据 具体 情况 ， 有 时 用 及 一 y, 有 时 
用 7 及 ?一 表示. 常 值 函 数 z( 引 定义 一 点 曲线 (point curve). 

原来 用 轨迹 |* 一 6| 7 定义 的 图 0, 可 以 看 作 是 一 闭 曲 线 , 它 
的 方程 为 =a 十 re*(0<t<2w). 我 们 在 说 到 有 限 加 的 时 候 , 将 都 
用 这 一 标准 参数 表示 . 这 一 约定 可 使 我 们 不 必 随 时 写 出 方程 ; 而 
且 , 也 是 更 为 重要 的 一 个 目的 ， 它 可 作为 区 别 C 与 一 C 的 一 个 固 
定 的 法 则 ， 


2.2 域内 的 解析 函数 


设 f(z) 是 定义 在 复 平面 的 集 4 上 的 一 个 复 值 函 数 ， 当 我 们 
考虑 导数 
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fsth) fe) 
f° (2) lim h 


时 , 自然 应 理解 为 *E 4, 并 且 极 限 是 关于 值 h, z+hE4 取 的 . 因 
此 ,导数 的 存在 在 * 是 4 的 内 点 或 边界 点 时 有 不 同 的 意义 .避免 
这 种 歧义 的 方法 是 坚持 所 有 的 解析 函数 都 定义 在 开 集 上 . 

我 们 给 出 定义 的 形式 叙述 如 下 ， 

定义 10” 定 义 在 开 集 2 上 的 一 个 复 值 函 数 f(z) ， 如 果 它 在 


ee 
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为 了 更 明确 些 , 有 时 称 (2) 是 复 解析 的 .通用 的 一 个 同义词 
是 全 纯 函 数 . 

要 着 重 指出 , 开 集 Q 是 定义 的 一 部 分 。 作为 一 条 规则 ,必须 
各 免 只 讲 一 个 解析 函数 .Fe) 而 不 指明 函数 所 处 的 特定 开 集 0. 但 
车 这 个 集合 从 上 下 文 看 已 经 很 清楚 时 , 这 条 规则 可 以 不 遵守 ， 注 
意 ; /首先 必须 是 一 个 函数 , 因此 是 单 值 的 ， 著 Q 是 Q 的 一 个 开 
子 集 , 而 了 (z) 在 8 内 解析 , 则 太 限 制 在 2' 上 的 约束 是 在 0' 内 解 
析 的 ; 习惯 上 ,把 函数 和 它 的 约束 用 同 -字母 表示 .特别 , 由 于 
一 个 开 集 的 分 集 都 是 开 的 ， 所 以 不 失 一 般 性 , 可 以 只 考虑 Q 是 连 
通 的 情形 ， 就 是 说 , Q 是 一 个 域 的 情形 . 

为 了 措 词 上 更 大 的 “弹性 ”, 我 们 引入 定义 10 的 补充 于 下 : 

定义 1 一个 西数 /(), 如 果 是 某 一 西数 限制 于 一个 任意 点 


oo 


在 4 上 着 玉 ， 

最 后 这 定义 只 是 使 用 了 一 个 比较 方便 的 术语 .这 是 不 需要 将 
集 怠 明显 指出 的 一 种 情形 , 因为 8 的 特殊 选择 通常 是 无 关 重 要 
的 ,只 要 它 包含 4， 另 一 种 可 以 不 指明 8 的 情况 是 ;“ 设 f(g) 在 和 
解析 ”. 它 的 意思 是 : 函数 f(z) 在 和 的 某 一 未 规定 的 开 邻 域 中 有 
定义 并 且 可 导 . 

虽然 ,上 面 的 定义 要 求 所 有 的 解析 函数 应 该 是 单 值 的 ,但 也 可 
以 研究 象 V2 、logz., 或 arceos z 等 一 类 的 多 值 沙 数 , 只 要 把 它们 
限制 于 一 个 一 定 的 域 ， 在 其 中 可 以 选择 函数 的 一 个 单 值 而 解析 的 
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分 支 . 
例如 , 我 们 可 以 选择 如 为 负 实 轴 ss0 的 余 集 ; 这 一 集 当然 是 
开 的 且 连 通 的 . 在 介 内 ,Mz 省 而且 只 有 一 个 值 具有 正 的 实 部 . 
如 取 这 个 值 作为 Vz， 则 w= V 2 就 变 为 Q 内 的 一 个 单 值 函数 ; 
现在 我 们 来 证 明 它 是 连续 的 ， 选 定 两 点 如、 xz2€ 08, 并 记 名 的 对 应 
值 为 旭 == 信 十 包 1， wz 一 Us 十 iva， 其 中 wa>0， 于 是 

| 和 一 sa = [222| 一 | 一 ta 20+ 26a|, 
且 | 了 十 人 | 刀 十 ta 症 ， 因 此 


aa 一 | < 全 2| ， 


由 此 可 知 w= Mz 在 纪 处 连续 ， 连 续 性 一 经 确立 以 后 ,就 可 从 反 
函数 z=2 的 求 导 中 证 明 其 解析 性 , 事实 上 ,应 用 微 积分 学 中 所 用 
的 记 法 ，4z->0 蕴涵 41w->0， 因 此 

dw 


.Aw 。 
lim 一 一 一 1m 一 一 ， 
ss220 dz wo0 4 


4 dw_ 1 _1_ 1 
了 是 得 Er 
uw 


它 具 有 与 V 2 同样 的 分 支 . 

对 于 log 2 我 们 可 以 用 同一 个 域 9, 它 由 负 实 轴 的 余 集 组 成 ， 
并 以 条 件 |Im logz| <w 定义 对 数 的 主 支 ， 它 的 连续 性 也 必须 加 
以 证 明 , 但 现在 没有 代数 恒等式 可 用 ,因此 必须 应 用 更 一 般 的 理 
由 ， 以 w=w 十 六 一 10g? 表 示 主 支 ， 对 于 给 定 的 一 点 w= 届 十 by， 
[| <w 及 一 给 定 的 8<0， 考 虑 ww 平面 内 由 不 等 式 |w~ wi| >s, 
iv|<w, wv 一 |<<log2 所 定义 的 集 4。 这 一 集 是 闭 且 有 界 的 , 且 
对 于 充分 小 的 6, 它 不 是 空 集 。 因 此 , 连续 函数 le* 一 ew| 在 4 上 
共有 一 个 极 小 值 p (定理 8 的 推论 )， 因 为 4 并 不 包含 wi 十 n.2me 
的 任 一 点 , 故 这 一 极 小 值 是 正 的 . 命 -min(p, 二 en), 并 设 

[ga| = |e®:— ew:| <8. | 

则 ws 不 能 位 于 4 中 ,否则 将 使 le”* 一 ew”*| 之 p 守 6， 而 且 也 不 可 
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能 有 Wa 过 一 l0g2 或 Ww 之 妇 十 lo0g2; 在 前 一 种 情形 下 ， 将 得 

to 一 加 | 之 后 > 二 e+ 之 8, 在 后 一 种 情形 下 , 将 得 
ew—ew|>e* 一 en >on>6, 

因此 xs 必 在 圆 盘 |w 一 wi|<s 中 , 这 就 证 明 w 是 4 的 连续 函数 ， 

象 上 面 一 样 , 从 连续 性 可 知 其 导数 存在 且 等 于 1/%. 

arccosz 的 无 穷 多 个 值 就 和 纪 og(z 十 M2 一 1) 的 值 一 样 ， 在 
这 种 情形 下 , 我 们 把 > 限制 于 半 直 线 z< 一 1, y=0 与 x 之 1, y=0 
的 余 集 07 之 中 ， 因 为 1 一 2 在 2' 中 不 能 为 负 实 数 或 零 , 故 可 象 
第 一 例 一 样 来 定义 MI 一 8， 然后 令 V2 一 1 =bhV1 一 必 ， 不 仅 
如 此 ，z 十 VE 一 荆 在 0Q' 中 不 能 为 实数 ， 这 是 因为 z+ MI 与 
% 一 M8 一 孔 为 倒数 ,因此 它们 仅 当 z 与 V2-- 工 都 是 实数 时 才 
”是 实数 ; 而 这 只 发 生 在 * 位 于 实 轴 的 被 排除 的 部 分 时 ， 由 于 2 是 
连通 的 , 故 知 z 十 ME 一 了 在 Q' 中 的 所 有 值 都 位 于 实 轴 的 同一 侧 ， 
而 由 于 5 是 这 样 一 个 值 , 故 它们 都 位 于 上 半 平 面 内 ， 这 样 ,我 们 可 
以 定义 log (zs 十 V8 一 工 ) 的 一 个 解析 分 支 使 它 的 虚 部 位 于 0 与 x 
之 间 ， 于 是 得 2' 中 的 一 个 单 值 解析 函数 

arccosgzml]og (z 十 以 52 一 工 )， 
它 的 导数 为 
Darocosz-i 六 (+ 全 了 )--7T， 
此 处 VI 一 站 具有 正 的 实 部 . ， 

在 上 面 这 些 例子 中 , 选 定 域 和 单 值 分 支 的 方法 并 不 是 唯一 的 ， 
因此 ,在 每 次 考虑 到 象 logz 这样 的 函数 的 时 候 , 分 支 的 选择 都 要 
加 以 说 明 . 一 个 基本 的 事实 是 在 某 些 域内 要 定义 logz 的 单 值 而 
解析 的 分 支 是 不 可 能 的 ， 这 一 点 将 在 积分 -一 章 中 证 明 . 

1.2 节 的 所 有 结果 , 对 于 在 开 集 内 解析 的 函数 都 有 效 ， 特别 ， 
9 内 的 一 个 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 满足 Cavchy-Riemann 方程 , 

Ou Do Ou _ 06v 


而 -部 ”可 -可 
73。， 


反之 , 如 果 % 及 % 在 侣 内 满足 这 些 方程 , 旦 如果 偏 导数 连续 , 则 
w+ 记 是 日 内 的 一 个 解析 函数 . 
”一 个 在 Q 内 解析 的 函数 如 果 化 为 一 常数 , 则 称 为 退化 ， 在 下 
面 的 定理 中 ,我 们 列 出 一 些 具有 这 样 结果 的 简单 条 件 ， 
定理 11L 在 域 吕 内 的 一 个 解析 本 数 ， 如其 导 妆 全 等 于 和 ， 则 


ee 
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se 


“导数 后 等 于 夫 就 二 味 荐 20/8c au/g，Bo/an po/gy 都 等 于 
零 . 由 此 可 知 志 及 "在 口内 任何 一 条 平行 于 坐标 轴 之 一 的 线段 
上 都 为 常数 ， 在 .3 节 定理 3 中 我 们 已 经 指出 , 一 个 域内 的 任意 
两 点 都 可 以 用 整个 位 于 域内 而 其 线段 与 坐标 轴 平 行 的 折线 连接 起 
来 , 因此 知 vip 为 常数 . 

如 果 %% 或 0 为 常数 , 则 


DX By 2 Dr 


WO 0 ， 红 - 
县 : va By va 2 0. 


由 这 些 方程 可 知 , 只 要 行列 式 ?十 ?不 等 于 零 , 必 有 
o_o0 
Do Ox 

但 如 在 一 点 上 好 十 只 =0, 则 它 将 恒 等 于 零 ， 从 而 f(z) 证 等 于 零 ， 
因此 , f(z) 在 任何 情形 下 均 为 常数 . 

报 后 ,如 arg f(z) 为 常数 ,可 令 whw, 其 中 万 为 常数 (除非 ， 
恒 等 于 零 )， 但 4 一 加 是 (L+ 庄 )f 的 实 部 , 因此 仍 得 了 应 为 常数 
的 结论 ，- 

注意 ,对 于 这 一 定理 , 从 本 质 上 说 2 应 为 一 个 域 ， 否 则 , 我 们 

只 能 断定 jz) 在 0 的 每 一 分 集 上 是 常数 ， 

774， 
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习 题 


1. 试 在 一 个 适当 的 域 中 给 出 VITE +MVT-s 的 一 个 单 值 分 支 的 精 
确定 义 ,并 证 明 它 是 解析 的 ， 

2. 同样 为 log log 4 定义 一 个 单 值 分 支 ， 并 证 明 它 是 解析 的 ， 

3， 设 js) 在 域 0 内 解析 ， 并 满足 条 件 |f(s)? -1|<1, 证 明 在 整个 咏 
上 ,或 者 Ref(z) >0, 或 者 Ref (C8) <0. 


2.3 - 共 形 映照 


设 包 含 于 域 9 内 的 一 段 弧 的 方程 为 2 一 zl) (a<t<B), 并 
设 f(z) 在 Q 内 有 定义 而 且 连 续 ， 则 方程 w=w(2) 一 了 (z(t)) 规定 
平面 上 的 一 段 弧 Y， 我 们 不 妨 称 它 为 y 的 象 . 

考察 在 Q 内 解析 的 f(z). 如 2(t) 存在 , 则 凡人 9) 也 存在 , 且 
由 下 式 确 定 ， 

wt) =f C2). (GD 
现在 我 们 来 研究 这 一 方程 在 一 点 =z(to) 处 的 意义 ,此 处 
2 (to)¥0, f(z0) #0. 

第 一 个 结论 就 是 w(to) 关 0， 因此 > 在 wo~f(so) 处 具有 一 

条 切线 , 其 方向 由 下 式 确定 
argw (to) =arg f’' (%0) 十 aTg2 (to). (2) 
这 一 关系 断言 7 在 zo 处 的 有 向 切线 与 y 在 wo 处 的 有 向 切线 之 


”， 间 的 夹 角 等 于 arg (so)， 因 此 它 与 曲线 无关， 由 于 这 一 理由 ， 


通过 so 而 互 切 的 曲线 将 映 成 在 wo 处 互 切 的 曲线 ， 不 仅 如 此 , 在 
zo 处 交 成 一 个 角 的 两 条 曲线 将 映 成 两 条 曲线 , 保持 其 交角 的 大 小 
和 方向 不 变 。 根据 这 一 性 质 , 我 们 把 ww 一 f(z) 所 确定 的 映照 在 所 
有 疡 (9) 关 0 的 各 点 上 , 称 为 是 共 形 的 . 

爱 照 的 一 个 有 关 性 质 可 从 模 | 了 eo) | 的 分 析 中 推出 我 们 有 
lim A 入 | fF (zg0) | 


fze 


75 。 


这 就 是 说 以 z 为 一 端点 的 任 一 小 线段 在 极限 情形 下 以 比例 | 六 co)| 
收缩 或 展 伸 ， 换言之 , 在 z 处 ,， 由 变换 名 = 了 (2) 所 引起 的 尺度 上 
的 线性 变化 与 方向 无 关 ， 一 般 说 来 , 这 种 尺度 的 变化 将 逐 点 不 同 . 

反之 ,很 明显 地 可 以 看 出 ,两 类 共 形 性 共同 保证 了 六 (zo) 的 存 
在 ， 但 由 一 类 共 形 性 单独 地 推出 产 (z0) 的 存在 就 不 那么 明显 , 至 
少 在 附加 的 正则 性 假设 下 如 此 . 

更 精确 地 来 说 , 假设 偏 导数 8f/8w 及 8f/9y 都 是 连续 的 ， 在 这 
利生 形 玖 7 ) 的 导数 可 雪 成 下 面 的 形式 


w(t) 一 人 外 w+ 各 Fy Ct), 
这 里 偏 导数 取 在 如 处 ， 如 以 (ho) 表示 则 可 各 为 
wy (0) = RA (ti 


如 果 保 持 角 不 变 ，arg [ao (to) /x (t)] 应 不 依赖 于 Argz (to), 
因此 ,表达 式 
of 六 ZJ 
到 劳 - i)+ 训 (外 +23 人 (3) 
应 具有 一 个 不 变 的 幅 角 ， 当 argz (to) 变化 时 , 由 (3) 所 表示 的 点 


画 出 一 个 以 
主 [( 名 )+i( 名 | 


为 半径 的 区。 在 这 个 圆 上 幅 角 不 可 能 为 常数 ， 除 厘 国 的 半生 全 
零 , 因此 必须 有 


Bw pr 四 

4 
这 就 是 Oauchy-Riemann 方程 的 复 形 式 ， 

辣 理 , 尺度 的 改变 不 依赖 于 方向 这 一 条 件 意 味 着 (3) 式 的 模 应 
不 变 . 在 一 个 圆 上 , 要 模 为 常数 , 仅 当 圆 半 径 等 于 零 或 圆心 在 原点 
时 才 可 能 . 在 第 一 种 情形 下 ,我 们 得 ( 泡 式 ,而 在 第 二 种 情形 下 , 有 

人 


一 一 -一 一 一 


上 式 表示 了 (%) 是 解析 的 . 由 具有 非 零 导数 的 解析 函数 的 共 园 


数 所 确定 的 映照 称 为 是 间接 共 形 的 . 显然 ， 它 将 保持 大 小 不 变 但 
角 的 符号 则 相反 . 

如 有 果 由 名 =f(z) 所 作 的 2 的 映照 是 拓扑 的 ， 那么 反 丽 数 Y 一 
广 *(oo) 也 是 解析 的 .这 一 断言 在 . 户 (z) 天 0 时 很 容易 证 明 ， 因为 此 
时 反 函 数 的 导数 在 点 2 一 六 (ao) 处 必须 等 于 II， 在 后 面 我 
们 将 证 明 ， 在 一 个 解析 函数 所作 的 映照 是 拓扑 的 情形 下 ， 丰 2) 决 
不 能 等 于 零 ， 

如 果 上 映照 限制 在 如 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 , 则 由 户 (zxo) 关 0 
就 完全 可 以 断言 这 映照 是 拓扑 的 这 可 从 微 积分 学 中 的 隐 函 数 定 
理 推出 ,因为 函数 w=wtw, 9), 9 一 V(x, 9) 在 点 为 处 的 Jacobi 行 
列 式 是 | 疡 so) 上 因而 关 0， 在 后 面 , 我 们 将 介绍 这 一 重要 定理 的 
一 个 简单 证 法 . 

但 是 ， 即 使 在 整个 区 
域 Q 中 都 有 户 (2 关 0, 我 
们 也 不 能 断言 整个 区 域 的 
映照 一 定 是 拓扑 的 ， 为 了 
说 明 这 一 点 ， 可 参看 图 。 z 
3-1， 在 图 中 , 子 域 Qi 及 图 3-1 二 层 互相 遮盖 的 区 域 
la 的 映照 都 是 一 对 一 的 , 但 它们 的 象 则 互相 交 选 . 我们 可 以 把 整 
个 区 域 的 象 设想 为 一 个 透明 的 膜 , 它 是 部 分 地 自 相 遮盖 着 的 ， 这 
就 是 Riemann 在 引进 现在 称 为 Riemann 面 的 广义 区 域 时 所 用 
的 简明 而 有 效 的 观念 


2.4 长 度 和 面积 


. 我 们 看 到 ,在 共 形 映照 f(z) 下 , 一 个 无 穷 小 线段 的 长 度 在 点 
“被 乘 上 因子 | 产 (z)|， 由 于 变形 在 各 个 方向 是 相同 的 , 所 以 无 穷 
小 面积 显然 被 乘 以 | 疡 (| 

现在 我 们 把 这 置 于 严格 的 基础 上 . 从 微 积 分 知道 , 具有 方 

程 s=z( 引 =v( 引 十 y(t)(a<t<2b) 的 可 微 弧 7 的 长 度 由 下 式 给 
出 ， 
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TO- Ver | lla. 
象 曲线 7 由 ww 一 w(?) 一 了 (()) 确定 ,其 导数 为 w(t) 一 六 (2( 人 D) 
Z(t) 这样 , 它 的 长 度 是 
: Ly) -| IFC) | OD It, 
习惯 上 用 下 面 较 短 的 记号 表示 ， 

LW) ll, LO Ge © 
注意 , 在 复数 的 记 法 中 ,关于 弧 长 积分 常用 的 微 积 分 记号 ds 要 换 
为 |de|. 

: 这 万 是 平面 中 的 一 个 点, 其 而 


4( 可 =-|| dv dy 


可 以 表 成 Riemann 二 重 积分 . 车 f(#) =u(w, 9Y) 十 iv(w, 胃 是 一 
个 双向 可 微 映照 , 则 根据 积分 变量 的 变换 规则 , 象 BB 一 () 的 面 
积 由 下 式 给 出 ， 


A(H)= 人 [ww 一 ?zz| dvdy. 


但 若 f(z) 是 一 个 包含 召 的 开 集 的 共 形 映照 ， 则 根据 0auchy- 
Riemann 方程 ， wsVy 一 WV 一 |F'C2) | 因而 得 到 . 
4 = 及 epam (6) 


公式 (5) 和 (6) 在 复 分 析 中 通常 称 为 几何 函数 论 的 部 分 ,有 重 
要 应 用 。 


3 线性 变换 


在 所 有 的 解析 函数 中 ,一 阶 有 理 函 数 具 有 最 简单 的 映照 性 质 ， 
因为 这 些 函 数 确定 的 从 扩充 平面 到 自身 的 映照 既是 共 形 的 ， 又 是 
拓扑 的 , 线性 变换 还 有 非常 奇特 的 几何 性 质 . 因此 , 它们 的 重要 性 


ee 178。 


远 不 止 只 是 为 共 形 映 照 提供 简单 的 例子 ， 希 望 读者 对 这 一 几何 面 
貌 予 以 特别 重视 , 从 此 可 以 获得 一 些 简单 而 非常 有 价值 的 技巧 . 


3.1 线性 群 
我 们 在 第 2 章 第 1.4 节 已 经 提 到 线性 分 式 变换 
一 S(O) 一 -2 (0) 


其 中 gd 一 Be 天 0, 有 道 


dw— 
-Sw) Et 


特殊 值 SC(o0) =a/c 和 5C 一 Qf/6) = oo 可 以 作为 约定 而 引入 ,也 可 
， 以 作为 <>co 和 % 一 dye 的 极限 而 引入 。 根据 后 一 解释 ， 显 见 8 
是 扩充 平面 映 成 自身 的 一 个 拓扑 映照 , 其 拓扑 由 Riemann 球面 
上 的 距离 定义 

对 于 线性 变换 , 通常 我 们 将 S(%) 改 记 为 Sz， 在 表示 式 (7) 
中 , 如 果 od 一 5c 二 i， 则 称 它 是 规范 化 的 ， 很 明显 , 每 一 线性 变换 
都 有 两 个 规范 化 的 表示 式 ， 其 中 一 个 可 以 从 另 一 个 经 改变 系数 符 
号 而 得 到 . 

表示 一 个 线性 变换 的 方便 办 法 是 使 用 齐 次 坐标 ， 令 z 一 2a/zo， 
ww 一 wi/wa, 则 如 果 


Wi = Qi 二 Da, 


(8) 


Wa = C21 + W292, 


7 0 Db\/egr 
(人 ja) 
便 有 刀 = zs， 和气 阵 记 法 的 方便 之 处 主要 在 于 它 可 使 一 个 复合 变换 
也 一 SiS2z 易于 确定 ， 如 果 我 们 用 下 标 来 区 分 总 与 53 对 应 的 矩 
阵 , 则 易 证 Sz 可 用 如 下 的 矩阵 乘积 来 确定 : 
a bi\/as pa Qtat+ bica aibat b1da 
(® 亲本 i pa) 
所 有 的 线性 变换 组 成 一 个 群 ， 事 实 上, 结合 律 (S153)Ss= 


。79 。 


或 写成 矩阵 形式 


Si(SaSs) 对 任意 变换 都 成 立 .恒等式 wz 是 一 线性 变换 , 线性 
变换 的 反 变 换 仍 是 线性 的 ， 比 名 :zo0:0 都 是 复 射影 线 上 的 点 ， 
而 (8) 表明 线性 变换 群 就 是 复数 一 维 射影 群 ， 通常 记 为 P(1, 0). 
如 果 我 们 只 用 规范 化 表示 式 , 那么 (8) 就 是 行列 式 为 1 的 2 阶 和 矩阵 
的 群 ( 记 为 SL(2, 0)), 不 过 有 两 个 相反 的 矩阵 对 应 于 同一 个 线性 
变换 . 

对 矩阵 记 法 , 我 们 不 作 进 一 步 的 使 用 , 不 过 要 指出 , 最 简单 的 
线性 变换 对 应 于 如 下 形式 的 矩阵 ; 


1 w pk 0 0 1 
( 中 ( 路 人 小 
其 中 第 一 个 , wz 十 a, 称 为 平移 ， 第 二 个 ，w 一 态 ， 当 | 对 一 芋 时 
是 一 旋转 ,而 当 如 > 0 时 是 相似 变 痪 。 对 于 任意 复数 b**0, 令 k= 
6.h/ 1b|， 因此 , w= hz 可 看 作 是 一 个 相似 变换 之 后 接着 作 一 旋 
转 所 得 的 结果 。 第 三 个 变换 , w 一 1/z, 称 为 反 演 . 
如 c 关 0, 由 

azto _ be—ad 十 也 

02 十 czt+a/c) 0 
这 一 分 解说 明 最 普通 的 线性 变换 是 由 一 个 平移 、-- 个 反 演 、 一 个 旋 
转 及 一 个 相似 变换 与 另 一 平移 所 组 成 。 如 c=0, 反 演 不 存在 , 最 
后 一 个 平移 亦 不 需要 了 。 


习 题 
I. 求证 反射 4*-* 不 是 一 个 线性 变换 . 
_ 8 十 3 加 
2. 如 T= 8 十 3? 了 2 s+1? 


求 TiT28、ToT18 及 了 TT1Z29。 

3. 试 诈 明 将 原点 变 为 原点 并 保持 所 有 距离 不 变 的 一 个 最 一 般 的 变换 或 
者 是 一 个 旋转 ,或 者 是 一 个 旋转 之 后 接着 一 个 关于 实 轴 的 反射 . 

4. 试 证 明 将 实 轴 变 成 它 本 身 的 任何 线性 变换 都 可 以 写成 实 系数 式 ， 
0， 


3.2 交 比 


在 扩充 平面 上 给 定 三 个 不 同 的 点 %%、 %、%， 则 有 一 个 将 这 些 
点 变换 为 1 0, co. 的 线性 变换 5S 存在 . 如 已 知 各 点 中 没有 一 点 是 
oo, 则 8 将 由 下 式 确定 ， 


Sz=2— :2 (9) 
Z—Z4 Ya—Ye 
如 zo、 a 或 %4 二 oo0, 则 变换 分 别 化 为 
2— gs Za 一 34 % 一 2 
2—%4” 多 一 3“ Zo — a 
如 叶 为 具有 同样 性 质 的 另 一 变换 , 则 ST"? 将 置 点 1, 0, oo 
不 变 . 直接 计算 表明 , 这 仅 对 重 等 变换 为 真 , 因而 有 S= 了 了， 由 此 
可 知 5 是 唯一 确定 的 . 
定义 规 在 刀 zo 4 变 为 1，0, co 的 线性 变换 下 ,二 的 象 点 
称 为 21, Wa, Za, Ya 的 交 比 ， 记 做 (gi, 22a, 2a, %4)。 
这 一 定义 仅 当 zo、 %s、% 是 不 同 的 点 时 才 有 意义 。 当 四 点 中 有 
三 上 各 相 异 时 , 可 以 引入 约定 数值 ,但 这 对 我 们 是 不 重要 的 . 
交 比 在 线性 变换 下 是 不 变 的 。 更 精确 的 叙述 是 . 
定理 雹 如 纹 和、 和 sa 为 扩充 平面 上 四 个 相 异 点 ,7 为 人 
一 线性 变换 , 则 
(Tz1, Ts, Ts, T%4) = (21, La, 3, 24). 
这 一 定理 的 证 明 是 很 显然 的 ， 因为 如 果 S52= (2z1, za， 23, 24)， 
- 则 8 有 将 Zoo Tas,， 72 变 为 1，0, ce， 因此 ,根据 定义 有 
(To, Tyo, Tys, Tha) = STITH) = So (1, La, La, 24), 


借助 于 这 一 性 质 ,我 们 立刻 可 以 写 出 将 已 知 点 21、 %2、zs 变 到 
规定 位 置 wr、wa、ws 的 线性 变换 、 这 个 变换 应 为 
(WwW, Wi, Wa, Wa) = (2, A, Lg, 23). 
当然 ,一 般 还 必须 从 这 方程 中 解 出 w. 
定理 1 交 比 (zu mm, sa，s0) 为 实数 的 充 标 条件 是 四 点 共 加 
或 共 线 . 


这 一 定理 根据 初等 几何 学 原理 是 很 显然 的 , 因为 我 们 有 
arg {21, La, 23, 24) arg arg 2 ， 

如 果 这 些 点 都 位 于 一 个 国 上 , 则 上 式 等 于 0 或 土 r， 依 点 的 相互 位 
置 而 定 ， 

由 于 Tz= (%, 2 3， 及) 在 而 且 只 在 实 轴 经 7 变换 后 所 成 
揭 象 上 取 实 数 ,因此 要 从 分 析 土 证 明 这 一 定理 ,我 们 只 要 证 明 在 任 
一 线性 变换 下 实 轴 的 象 或 者 是 一 圆 或 者 是 一 直线 即 可 ， 

当 2 为 实数 时 w= 了 1% 的 值 满足 方程 Tw 一 了 Tw， 显然 ,这 一 
条 件 具 有 如 下 形式 ， 


awtd metd 


0C20 十 好 cw+d * 


交叉 相 乘 后 得 
(ac—ea) wl +t (dob wt (boda)i+od d=0. 
如 ac 一 c& 一 0， 则 上 式 为 一 直线 的 方程 ， 因 为 在 这 一 情况 下 系数 
ad 一 05 不 能 同时 为 零 ， 如 6 一 04 天 0, 我 们 可 用 这 一 系数 除 全 式 ， 
并 完成 平方 , 经 简单 计算 后 得 到 
QQ 一 地 _ | QQ 一 pe 
CO 一 6 | 


jwt 


这 蚌 一 个 加 的 方程， 

最 后 的 结果 下 明 在 线性 变换 欧 理 论 中 ， 我 们 用 不 到 区 别 贺 和 
直线 . 这 从 它们 在 Riemann 球面 上 都 对 应 于 圆 这 一 事实 可 以 进 
一 步 得 到 解释 。 因此 , 我 们 今后 将 在 这 一 广义 的 意义 下 使 用 圆 这 
个 字 @. 

下 面 是 定理 12 和 13 的 直接 推论 ， 

定理 线性 变换 将 圆 变 为 圆 . 


一 » 
1 CQC 一 CQ 


1. 试 求 出 将 0， 多 一 变 为 1， —1, 0 的 线性 变换 。 
人 @ ”这 一 说 法 只 有 在 研究 线性 变换 时 有 效 ， 
入 83 . 


3. 试 将 对 应 于 四 反 的 4 个 排列 的 交 比 用 入 一 (#1，29，23，24) 表 示 出 来 
3， 如 一 四边形 的 相 邻 顶点 和，so， ss， 24 者 位 在 一 个 加 内 上 , 束 汪 
181 一 23| |g 84| = 181— 29| 1 33 一 各 | 十 | 和 一 四 | |81— |, 
并 从 几何 上 解释 这 个 结果 . 
4， 法 证 时 任 尊 四 个 相 异 点 可 用 线 付 变换 变 至 i， 一 1，k， 一 的 位 置 ， 
此 处 训 的 值 依 点 而 定 . 这 里 共有 多 少 个 解 ? 它们 怎样 相关 ? 


3.3 对 称 性 


点 2 及 2 是 关于 实 轴 对 称 的 ， 实 系数 的 线性 变 痪 把 实 轴 变 为 
实 轴 , 并 把 点 z, z 变 为 仍然 是 对 称 的 点 ， 更 一 般 地 说 ， 如 果 线 性 
变换 也 把 实 轴 变 为 一 个 回 C， 则 我 们 说 点 w 一 Ts 及 wv 一 JD 关于 
C 对 称 ， 这 是 ww、ww 及 CO 之 间 的 一 种 关系 , 它 与 于 无 关 , 事实 上 
如 六 为 将 实 轴 变 为 C 的 另 一 变换 ， 则 5S" 是 一 实 变换 ， 因此 
ST w=S Mz 有 Sw =S zz 也 是 共 罗 的 .这样 ,我 们 可 把 对 称 
性 定义 如 下 

定义 18 点 :及 必 称 为 关于 过 点 as 入 的 国 C 对 称 ,必须 
面 且 上 只 须 (2 ,Wa 23) 一 (¢, HKo 2) zs) 

CO 上 的 点 ,而 且 只 有 这 些 点 , 是 与 它们 自身 对 称 的 .把 点 2 变 
为 的 映照 是 一 个 一 一 对 应 , 称 为 关于 0 的 反射 ， 显 然 , 两 个 反 
射 组 成 一 个 线性 变换 . 

现在 我 们 来 研究 对 称 的 几何 意义 。 先 设 C 为 一 直线 , 我 们 可 
取 2 一 cc， 刚 对 称 的 条 件 变 为 


全 (10) 
C2 2 24 一 Sa 


取 绝 对 值得 |** 一 zs| 一 |z 一 |， 此 处 8 可 以 为 0 上 的 任 一 有 限 
成， 因此 可 知 z 及 2” 至 CO 上 任 一 点 的 距离 都 相等 ， 由 (40) 还 可 
得 


# 
Lp 
ZC—%o 


Im -2 


一 一 Im 


Ca 一 02 Si1™ Ya 
因此 % 及 x 位 于 C 所 界定 的 两 个 不 同 的 半 平 面 内 @@.， CO 是 > 及 
@@ ”除非 它们 重合 而 部 位 于 C 上 ， 


。83， 


z* 连 线 的 垂直 平分 线 , 这 一 点 留 给 读者 自己 来 证 ， 
现在 我 们 来 讨论 C 是 一 个 有 限 圆 的 情形 ， 设 C 的 圆心 为 4，. 
半径 为 R. 多 次 应 用 交 比 的 不 变性 可 得 如 下 结果 ; 
. (g%, 21, Wa, La) 一 (z 一 0 L0G, La— 0, Gs) 
(5 R? RB? BRB? ) 


”gi—0’ ga—0’ 23 一 G 


五 2 
-( 一 ~ 一 ， 2 一 也 ， 22 一 C， “a) 
一 人 @ 


-( 二 21, %2, zs ). 
这 一 方程 表明 2 的 对 称 点 为 2* 一 RB?/(z 一 a) 十 @, 或 者 说 ?及 满 
足 方程 
(s*—a)(z—a)= BR. (11) 
nz 因此 与 图 至 圆心 的 距离 的 相 
乘积 | 光一 <| .jx 一 %| 等 于 尽 . 此 
外 , 比 (w* 一 2)/(z 一 4) 为 正 , 这 说 
明 * 及 罗 位 于 由 & 引 出 的 同一 
”条 半 直 线 上 .这 提供 了 一 个 作 
的 对 称 点 的 简单 作 图 法 (图 3-2)， 
注意 , a 的 对 称 点 是 ce， 
图 3-2 关于 圆 的 反射 | 定理 ， 15 ee 理 ) 如 一 


eo 


价 席 克 说 生性 变 欣 保持 对 各 性 如 Ca 或 Cs 为 实 轴 , 则 这 一 
原理 直接 可 由 对 称 的 定义 得 出 。 在 一 般 的 情形 下 , 应 用 一 个 把 贺 
0 变 为 实 轴 的 中 间 变 换 即 可 得 到 定理 的 证 表 . 

有 两 种 方法 应 用 对 称 原 理 ， 如 果 在 某 一 线性 变换 下 , C 及 
的 象 为 已 知 , 则 应 用 对 称 原理 可 求 得 2 的 象 ， 反 之 , 如 z 及 2 的 
象 为 已 知 , 则 C 的 象 必 为 z 及 * 象 的 对 称 轴 。 虽 然 这 还 不 足以 确 
定 0 的 象 ,但 是 我 们 所 得 的 知识 仍然 是 有 价值 的 . 

对 称 原理 实际 可 应 用 于 求 加 OC 到 圆 C 的 线性 变换 的 问题 
。84 。 


上 .知道 了 C 上 的 三 点 1 Za, Ya 变换 到 0 上 的 三 点 Wi1, Wa, Ws, 
通常 就 可 确定 出 这 一 变换 ; 这 时 的 变换 为 (w，2w1，202，203) 一 (%， 
2 2 %e)。 如 果 规 定 C 上 的 一 点 和 对 应 于 C 上 的 一 点 wx, 不 在 
CO 上 的 一 点 为 变 到 不 在 C 上 的 一 点 wa， 则 变换 亦 可 确定 . 因为 
由 此 可 知 怠 (za 关于 C 的 对 称 点 ) 必 须 对 应 于 wi (wa 关于 C 的 对 
称 点 )， 因 而 从 关系 式 《Ww 2041， Wa, ?2) 2 (z, 如， Ka， 吕 ) 可 得 所 求 
的 变换 . 


习题 

.求证 每 一 个 反射 将 园 变 为 回 . 
试 将 虚 轴 .直线 zy、 贺 |s| -1 反射 到 加 1-2| ~1 上 . 
在 上 题 中 ,试用 几何 作 图 法 作出 反射 
试 求 可 以 将 圆 |s| =2 变 为 [s+11 == 将 点 -2 变 为 原点 ,将 原点 变 
为 i 的 线性 变换 . 

5， 试 求 将 加 |#|== 忆 变 为 它 自身 的 线性 变换 的 最 一 般 形式 ， 

6， 一 线性 变换 把 一 组 同心 国 变换 为 另 一 组 同心 区 试 证 明 加 半径 之 比 
不 变 . 

7. 试 求 一 个 可 以 把 |s| ~1 与 |* - 玉 | ~ 诗 变 换 为 同心 贺 的 线性 变换 . 
半径 之 比 怎样 8 

8. 试 求 一 个 可 以 把 1 1 及 -2 诡 扫 为 同 改线 人 和 


3.4 有 向 圈 


由 于 ys) 是 解析 的 ,并 且 


S’ CQ 一 be 
SC%) Tra 


故 对 4 关 一 9/c 和 co, 映照 w 一 S(z) 是 共 形 的 . 由 此 可 知 ,两 个 相 
交 的 圆 映 成 有 相同 交角 的 圆 ， 此 外 ， 角 的 方向 是 保持 不 变 的 ， 从 
直觉 的 观点 看 ,这 意味 着 左 和 右 保持 不 变 ,但 这 需要 一 个 更 精确 的 
阐述 . 


圆 C 的 一 个 定向 由 CQ 上 的 有 序 三 重点 入、x%、 各 确定 . 相对 


* 85。 


ww i 


只 


于 这 一 定向 , 如 果 Im (z, 2， 2 29) 0， 不 大 OQ 上 的 一 点 % 款 为 
位 于 C 的 右边 ， 如 果 Im (2, 加 ,名 ) 0， 就 称 位 于 0 的 左边 (这 
与 日 常 的 用 法 一 致 , 因为 (%, 1, 0, oo) 一 四 这 里 主要 的 是 要 证 
明 一 共 只 有 丙种 不 同 的 定向 ， 这 是 指 : 对 于 所 有 的 三 重点 来 说 , 左 
方 和 右 方 芍 意义 可 下 不 论 ， 全 让 间 存 在 着 的 区 别 则 是 共同 的 . 
由 于 交 比 是 不 变 的 ,所 以 只 要 研究 0 是 实 轴 的 情形 就 够 了 、 -于 是 


az+t+b 


《2， 2Z1，Z&9， 23) 一 cada 


其 中 系数 是 实 的 , 经 简单 计算 得 


Im (%, NH1, Va, 29) 一 


2d 一 50 
i Im?, 


我 们 看 到 右 方 和 左 方 之 间 的 区 别 就 和 上 半 平 面 和 下 半 平 面 之 间 的 
区 别 一 样 。 至 于 哪 一 个 是 左 , 哪 一 个 是 右 , 则 依 行列 式 ad 一 pe 的 
符号 而 定 . 

一 个 线性 变换 5 把 有 向 圆 C 变换 为 一 个 以 三 重点 Sy、 Sg、 
Szs 定向 的 圆 。 从 交 比 的 不 变性 可 知 ; 0 的 左边 和 右边 将 对 应 于 
象 圆 的 左边 和 右边 ， 

如 果 两 圆 相 切 ,它们 的 定向 就 可 以 比较 .事实 上 , 我们 可 用 一 
个 线性 变换 将 它们 的 切 点 变 到 co, 两 圆 就 变 为 平行 直线 ， 至 于 怎 
样 比较 平行 线 的 方向 , 是 我 们 所 知道 的 . 

在 几何 表示 中 ,定向 1、 %a、 %s 可 用 箭头 来 表示 , 箭头 的 方向 由 
纪 通 过 加 指向 为 , 在 普通 的 坐标 系 中 , 对 这 一 箭头 来 说 , 左边 和 右 
边 的 意义 与 我 们 日 常 所 感觉 的 左右 意义 一 致 ， 当 我 们 把 一 个 未 经 
推广 的 复 平面 考虑 为 扩充 平面 的 一 部 分 时 , 无 穷 远 点 是 特 诛 的 . 因 
此 ,我 们 可 以 根据 oo 应 位 于 有 向 圆 右边 这 一 要 求 来 定义 所 有 有 限 
圆 的 绝对 正定 向 。 这 样 , 左边 的 点 组 成 圆 的 内 部 而 右边 的 点 则 组 
成 圆 的 外 部 ， 


习 题 


1. 如 果 21、82、33 24 为 同一 加 上 的 点 ， 试 证 明 81、 88、 84 和 Zo、 8a、 
* 36， 


在 而 且 只 有 在 (813， #2，%3, 84) 0 时 确 定 问 一 定向 . 

2. 试 证 明 国 的 切线 重 直 于 过 切 点 的 半径 (这 样 , 圆 的 切线 可 以 定义 为 与 
加 只 有 一 个 公共 点 的 直线 ). 四 

3. 试 证 明 贺 1* 一 oj]= 马 的 内 部 系 由 满足 不 等 式 1 一 cj < 马 的 全 部 点 
组 成 

4. 两 个 有 人 向 圆 在 它们 一 个 交点 上 的 交角 定义 为 它们 在 该 点 的 相同 取向 
的 切线 之 则 的 夹 角 .用 分 析 的 推理 而 不 是 用 几何 观察 证 明 : 在 两 个 交点 处 
的 交角 是 互 为 反 疝 的 ， 


本 


3.5 圆 族 


用 某 些 圆 族 可 使 线性 变换 更 趋 于 具体 ， 这 些 圆 族 可 以 设想 为 

圆 坐 标 系 的 坐标 线 . 
考察 如 下 形式 的 线性 变换 , 

2 一 G 

& 一 站“ | 

此 处 %==a 对 应 于 w=0, 而 zs 一 对 应 于 = co， 册 此 可 知 在 刀 平 

面 内 通过 原点 的 直线 都 是 通过 &@ 及 4 的 圆 的 象 、 反 之 , 以 原点 为 

圆心 的 同心 贺 lw| =p, 对 应 于 如 下 方程 所 决定 的 贺 ， 


区 


| o/h. 
这 些 是 具有 极限 点 & 及 已 
的 Apollonius 图 . 从 它们 
的 方程 可 知 ， 它 们 是 到 点 
0 及 了 的 距离 有 定 比 的 点 
的 轨迹 . 

以 Ca 表示 通过 w、。 
的 圆 , 并 以 Ca 表示 以 C、 e 
为 极限 点 的 Apollonius 
网 ， 由 所 有 这 些 圆 Oz 及 
Cs 组 成 的 形 祖 《图 3-3) ， 图 3-3 Steiner 轴 疾 
称 为 a、2 所 确定 的 圆 网 或 Steiner 图 族 ， 它 具有 很 多 有 有趣 的 性 
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亿 一 让 


质 , 略 举 几 点 如 下 : 
1. 通过 平面 上 除了 极限 点 以 外 的 每 一 点 只 有 一 个 Cx 及 一 个 
Os. | 

2. 每 一 个 01 与 每 一 个 Ca 直 交 . 

3. 在 关于 一 个 01 的 反射 下 , 每 一 个 Cs 变换 为 它 本 身 ， 而 每 
一 个 .COx 变换 为 另 一 个 01、 在 关于 一 个 Ca 的 反射 下 , 每 一 个 Ca 
变换 为 它 本 身 ,而 每 一 个 Ca 变换 为 男 一 个 Cs. 

. 4. 极限 点 关于 每 一 个 Ca 都 是 对 称 的 , 但 对 任何 其 他 的 圆 不 
对 称 . 

这 些 性 质 在 当 极限 点 为 0 及 co, 即 当 Ci 是 通过 原点 的 直线 
而 0。 是 同心 圆 时 是 极为 显 见 的 ， 因 为 这 些 性 质 在 线性 变换 下 保 
持 不 变 , 所 以 在 一 般 情形 下 它们 必 继 续 为 真 . 

如 一 线性 变换 w=Ts 将 0、5 变 为 a 5', 它 可 写成 如 下 的 形 
式 ， 


显然 , 了 将 贺 Ci 及 Ca 变换 为 以 a 为 极限 点 的 贺 04 及 C2 
这 种 情形 在 a =a, "一 5 时 特别 简单 ， 这 时 点 a、b 称 为 了 

的 不 动 点 , 且 可 将 z 及 Ts 表示 于 同一 平面 。 在 这 种 情况 下 , 整个 

圆 网 将 在 它 自己 上 面 映 象 . 的 值 可 以 确定 象 加 01 及 02。 事 实 


上 , 在 适当 的 定向 下 , 在 CO 与 其 象 0 上 对 应 点 的 形 如 arg -一 


之 差 为 argb, 而 在 0 及 Os 上 对 应 点 的 形 如 |z 一 a1/|z-5| 之 比 
为 ||. 

所 有 的 Cx 或 所 有 的 0 映 成 它们 自身 的 特殊 情形 是 非常 重要 
的 。 对 于 所 有 的 01， 如 #>0, 则 04 一 04 (如 <0, 则 圆 仍然 相 
等 ,但 定向 相反 ). 这 时 的 变换 称 为 双 曲 变换 . 当 b 增 大 时 , 点 Tz、 
z 交 2、b 将 沿 着 加 CO 向 b 移动 ， 考 察 这 一 移动 就 可 得 到 双 曲 变换 
的 一 个 十 分 清晰 的 形象 

当 |8| 二 1 时 就 有 0 一 Ca。 具 有 这 种 性 质 的 变换 称 为 棋 圆 变 
换 ， 当 arg 变 化 时 ,点 Tz 沿 着 圆 0 移动 , 这 一 移动 沿 着 不 同 的 
9 88 ， 


方向 环绕 < 及 0. 

具有 两 个 不 动 点 的 一 般 线 性 变换 是 具有 相同 不 动 点 的 一 个 双 
黄 变 换 及 一 个 椭圆 变换 的 相 冬 积 、 

一 线性 变换 的 不 动 点 可 从 下 面 的 方程 中 求 得 


_ oag 十 后 
?2 十 G“ (18) 


在 一 般 情形 下 , 这 是 一 个 二 次 方程 , 具有 两 个 根 ; 如 y=0, 则 不 动 
点 之 一 为 eo。 不过, 可 能 有 两 根 相 重 的 情形 。 具 有 相 重 的 不 动 点 
的 线性 变换 称 为 抛物 变换 抛物 变换 的 条 件 是 〈oa 一 8) 一 487. 

如 方程 (18) 具有 两 个 不 同 的 根 4 及 5, 则 变换 可 写成 如 下 形 


式 ， 
gag ,yg 
wp hp 

因此 我 们 可 用 a、5 所 确定 的 Steiner 圆 族 来 讨论 变换 的 性 质 ， 但 
应 该 注意 , 这 一 方法 并 不 只 限于 这 种 情形 。 我们 可 把 任 一 线性 变 
换 对 任意 的 a、5 写成 (12) 的 形式 , 并 根据 最 大 方便 来 应 用 两 族 贺 
网 . 

为 了 讨论 扫 物 变换 , 我 们 还 须要 引入 另 一 型 圆 网 。 考察 变换 
一- 十 C。 
显然 % 平 面 中 的 直线 对 应 于 过 
4 的 圆 ; 平行 线 对 应 于 互 切 的 . 
图， 特别 是 ， 如 2 一 十 纪 ， 则 
直线 4= 常 数 及 b= 常数 对 应 
于 两 族 互 切 的 圆 ， 它 们 彼此 直 
交 (图 3-4)， 这 一 情形 可 看 作 
是 一 个 退化 的 Steiner 圆 族 . 它 
由 点 4 及 贺 族 之 一 的 切线 确 图 3-4 退化 Steiner 贺 族 
定 ， 以 Ci 表示 直线 v= 常数 的 象 , Cs 表示 田 一 族 图， 显然 , 直线 
4 一 Imoe 对 应 于 图 族 C 的 切线 ; 其 方向 为 arg ww. 

把 < 变换 为 «的 任 一 变换 可 写成 如 下 形式 ， 


?一 
% 
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WW _ 虽 
wa ¢—g 


显然 ,加 Ci 及 Cs 将 变 为 由 wx 及 所 确定 的 圆 04 及 Os， 现 在 设 
a 一 为 唯一 不 动 点 , 则 一 ， 且 


十 人 


{ww 全 十 6 (14) 
人 一 人 儿 一 多 


用 这 一 变换 可 将 圆 Cx 及 Cs 组 成 的 图 形 映 成 它 自 身 ， 在 (14) 中 ， 
一 个 乘 数 因子 是 任意 的 , 因此 我 们 可 假设 6 为 实数 ， 于 是 每 一 个 
Ci 里 成 它 自身 ,而 抛物 变换 可 认为 是 沿 着 圆 Cs 的 移动 . 

.一 个 既 不 是 双 曲 的 ,又 不 是 椭圆 的 , 也 不 是 抛物 的 线性 变换 称 
为 斜 驶 (loxodromic) 变换 ， 


习 ”是 


1. 求 如 下 线性 变换 的 不 动 点 ， 


2 ,28 .38 一 4 _ 
Tai’ "BT "oT “os 
这 些 变 换 中 哪些 是 椭圆, 双 曲 或 拖 物 变换 ? 
2. 设 变换 Be— 
.Cg 二 0@ 


的 系数 用 条 件 ud -6c~1 规范 化 , 试 证 明 8 是 椭圆 的 充 要 条 件 为 一 3<a 十 
a<2; 是 抛物 的 , 如 果 a4= 土 3; 是 双 曲 的 ,如 果 ao+d< -2 或 >2. 

3， 试 证 明 : 对 某 个 整数 7 满足 条 件 8"s =8 的 线性 变换 必 是 椭圆 的 . 

4. 如 果 8 是 双 曲 的 或 射 驶 的 ， 试 证 明 当 n>oo 时 gs 收敛 到 一 个 不 动 
点 ,对 所 有 的 2 除了 “* 与 另 一 个 不 动 点 重合 外 都 如 此 。 (极限 情形 的 这 个 不 
动 点 是 吸收 的 , 另 一 不 动 点 是 排斥 的 ， 当 mw-> - co 时 会 发 生 什么 情况 ? 在 
抛物 情形 又 如 何 ?》 

5. 试 求 表示 Riethann 球面 旋转 的 所 有 线性 变换 ， 

6， 求 所 有 与 |#| =1 及 |s 一 1| =4 直 交 的 图. 

7， 一族 变 换 以 调 显 的 方式 (我 们 不 准备 精确 叙述 ) 依赖 于 某 一 数量 的 实 
参数 .在 所 有 线性 变换 的 族 中 ,试问 一 共有 多 少 个 实 参 数 ? 在 椭圆 、 双 曲 、 执 
物 变换 族 中 各 有 多 少 ?有 多 少 线性 变换 把 一 给 定 的 圆 C 保持 不 变 ? 
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4 初等 共 形 映照 


与 解析 函数 相 联系 的 共 形 册 照 为 解析 函数 的 性 质 据 供 了 一 个 
极 好 的 形象 ; 这 与 实 函数 用 图 象 来 形象 化 的 情形 十 分 相仿 ， 因 此 ， 
一 切 与 共 形 喘 照 有 关 的 问题 自然 应 受到 特别 重视 ， 在 这 一 方面 的 
进展 大 大 增加 了 我 们 对 解析 函数 的 知识 。 此 外 , 共 形 映照 还 自然 
地 出 现在 数学 物理 的 许多 分 支 中 ， 这 正 是 直接 要 用 到 复 变 函 数论 
的 原因 . 

这 里 最 重要 的 问题 之 一 就 是 要 确定 一 个 域 映 成 另 一 个 域 的 共 
形 映照 。 在 这 一 节 里 , 我 们 将 研究 一 些 可 以 由 初等 函数 来 定义 的 
映照 , 


4.1 阶层 曲线 的 应 用 


当 一 个 共 形 映照 由 一 解析 的 显 函 数 w= 二 f(z) 来 定义 的 时 候 ， 
我 们 自然 要 知道 映照 的 特殊 几何 性 质 . 要 做 到 这 一 点 ,最 有 效 的 
方法 之 一 就 是 去 研究 由 点 的 变换 所 引起 的 曲线 之 间 的 对 应 关系 . 
函数 f(z) 的 特性 由 于 某 些 简单 曲线 变换 为 具有 熟知 特性 的 曲线 
族 中 的 曲线 而 可 自行 表达 出 来 .任何 这 样 的 知识 都 将 加 强 我 们 关 
于 映照 的 具体 概念 . 

用 线性 变换 所 作 的 映照 就 是 这 种 情形 .在 第 3 节 中 我 们 曾 证 
明 ,只 要 我 们 把 直线 作为 圆 的 一 个 特殊 情形 来 看 , 那么 线性 变换 就 
把 圆 变 为 圆 . 通过 对 Steiner 加 的 研究 ,我 们 就 可 能 得 到 关于 对 应 
关系 的 一 个 完整 的 图 象 . 

对 于 更 一 般 的 情形 , 最 好 是 从 直线 z= am 及 y=go 的 象 曲 线 
的 研究 入 手 ， 如 令 (2) =d(w, 胃 十 六 (w, 胃 , 则 w=wo 的 象 由 参 
数 方 程 w 一 w《wo, 9), 0 一 VCzo, 四) 慌 示 ;这 里 4 相当 于 一 个 参数 ， 
它 可 以 消去 或 保留 , 视 方 便 而 定 . y==% 的 象 也 可 同 丹 确定 。 这 些 
曲线 共同 在 平面 上 组 成 一 正 交 网 ， 同 理 , 我 们 可 以 研究 * 平面 
上 的 曲线 Wow Y) =wo 及 2(w, 胃 ) 一 wo。 它们 也 基 正 交 的 , 分 别称 

。01、。 


为 4 及。 的 阶层 曲线 . 
”在 其 他 情形 下 ， 应 用 极 坐 标 并 研究 同心 圆 及 通过 原点 的 直线 
的 象 可 能 更 方便 些 . 
最 简单 的 映照 之 一 是 由 宕 函数 w 一 所 所 作 的 象 ， 我 们 这 里 只 
考虑 a 为 实数 的 情形 , 因此 不 妨 设 K 是 正 数 .由 于 
lw|=|z2|®, 

arg WwW=aarg%, 
所 以 围绕 原点 的 同心 圆 变换 为 同族 的 圆 ， 由 原点 引出 的 半 直 线 对 
应 于 另外 的 一 些 半 直线 。 在 所 有 不 等 于 零 的 点 2 上 , 里 象 都 是 共 
形 的 , 但 张 于 原点 的 一 个 角 0 变换 为 一 个 角 a6， 对 于 a 天 1, 整个 
平面 的 变换 不 是 一 对 一 的 ,而 如 w 为 分 数 , 则 x*? 还 不 是 单 值 的 . 因 
此 ,一 般 说 来 , 我 们 只 能 考虑 一 个 扇形 映 成 另 一 扇形 的 映照 . 

扇形 S(pi pa) (0 二 qa 一 gi<2m) 是 由 所 有 满足 下 列 条 件 的 

点 ?组 成 : z 关 0, 且 argz 的 一 个 值 满足 不 等 式 

Pp1<arpgs< pa. (15) 
容易 证 明 SCpr, ga) 是 一 个 域 。 在 这 一 域 中 ，w==* 的 一 个 唯一 
的 值 由 条 件 

arg w=aarg% 
所 定义 ,其 中 argz 代表 由 条 件 (15) 所 界定 的 幅 角 的 值 ， 这 一 函数 
是 解析 的 , 具有 非 零 导数 

w 
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映照 仅 在 x(a 一 1) < 时 是 一 对 一 的 , 这 时 , 扇形 S(p1, gs) 映 
成 公平 面 上 的 扇形 SC(agi, apa)， 应 当 注 意 ，S(g1 二 nt2m, ga 十 
%"2w) 在 几何 上 是 与 (pz pa) 完全 一 样 的 , 但 可 以 确定 愉 的 一 
个 不 同 的 分 支 . 

现在 我 们 来 宽 详 细 地 研究 喘 照 w= 及， 因为 % 一 好 一 色 ，4 一 
2wy, 故 知 阶层 曲线 4 一 wo 及 2 一 vo 都 是 等 边 双 曲 线 , 以 分 角 线 及 
坐标 轴 为 渐 近 线 .， 它们 当然 是 互相 正 交 的 ， 另 一 方面 , % 一 %6 的 
”人 象 是 人 =408(88 一 加 , ygo 的 象 是 太一 48( 吸 十 贡 ,这 两 族 都 是 
.98， 


抛物 线 , 以 原点 为 焦点 ,它们 的 轴 分 别 指 宙 立轴 的 负 向 及 正 癌 ， 众 
解析 几何 学 可 知 它们 是 正 交 的 . 阶层 曲线 族 如 图 3-5 及 3-6 所 示 ， 


图 3-5 “平面 图 3-6 平面 


为 了 研究 其 他 不 同 的 象 曲 线 族 ,我 们 考虑 平面 中 的 加 
|w 一 1| =h， 原 象 的 方程 可 以 写成 
C2 ty) 2 ) +h 1, 
它 表示 一 族 以 1 为 焦点 的 双 组 线 、 正 交 族 为 
一 人 一 2k9y 十 1 
这 是 一 族 通 过 点 土 1 并 以 原点 为 中 心 的 等 边 双 曲线 . 
在 三 次 暴风 = 必 的 情形 , 两 平面 上 的 阶层 曲线 都 是 三 次 划 线 ， 
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没有 必要 导出 它们 的 方程 ， 因 为 它们 的 一 般 形 状 不 训 计 算 就 是 很 
清楚 的 ， 例 如 , 曲线 v= w>0 应 有 图 3-7 所 示 的 形状 ， 同样 , 如 
当 % 画 出 线 % 一 wo>0 时 看 argw 的 变化 , 则 知 象 曲线 应 具有 一 个 
回环 (图 3-8).“ 因 此 它 是 Descartes 叶 形 线 . 

用 w=e 所 作 的 映照 是 很 简单 的 ， 线 2 一 wo 及 4 一 go 映 威 以 
原点 为 中 心 的 圆 及 幅 角 一 定 的 射线 ， 在 z 平 画 上 的 任何 其 他 直线 
贞 成 对 数 螺 线 . 这 个 映照 在 任何 一 个 域内 都 是 一 对 一 的 ， 只 要 . 
这 个 域 中 任意 两 点 之 差 不 等 于 2mi 的 倍数 .特别 是 , 水 平 的 带 
人 4 过 Y 过 ya, Yo 一 各 志 2m 映 成 一 个 扇形 ,如果 gg 一 弓 一 wm， 则 象 是 一 
个 半 平 面 ， 这 样 , 我 们 就 可 以 把 一 平行 的 带 映 成 一 个 闪 平 面 , 从 而 
映 成 任 一 圆 形 的 域 ， 带 在 虚 轴 左边 的 一 举 对 应 于 一 个 半 略 

这 里 ,我 们 写 出 几 个 映照 的 显 式 是 有 用 的 , 函数 和 一 十 筷 =@ 
将 带 一 x/2<y<w/i3 映 成 六 平面 5>0， 另 一 方面 ， 


w= 攻守 
将 £0 映 成 |w| 4。 因此 
6 一 荆 4 
人 妇 一 了 一 tanh = 


4.2 初等 映照 概 说 


当 我 们 处 理 将 一 个 域 Q1 共 形 地 映 成 另 一 个 域 2; 的 问题 的 时 
候 , 通常 最 好 分 两 步 进行 。 首先, 把 21 映 成 一 圆 形 的 域 ,而 后 把 贺 
形 的 域 映 成 23， 换 名 话说 , 共 形 映照 的 一 般 问题 可 以 化 为 将 一 域 
映 成 贺 稚 或 半 平 面 的 问题 。 在 第 6 章 中 , 我 们 将 证 明 这 一 跨 照 问 
题 对 于 每 一 个 以 简单 闭 曲 线 为 边界 的 域 恒 有 一 个 解 . 

在 我 们 处 理 问 题 中 所 用 到 的 主要 工具 是 线性 变换 、 舌 变换 , 指 
数 函数 变换 和 对 数 变 换 。 所 有 这 些 变换 都 有 一 个 共同 的 特征 , 那 
就 是 将 某 一 直线 族 或 圆 族 映 成 相似 的 族 . 因 此, 它们 的 用 途 将 主 
要 限于 以 圆 弧 或 线段 为 边界 的 域 。 宕 变换 可 特别 用 子 矫正 角度 ， 
而 指数 函数 则 可 用 以 将 平行 的 带 角 变 成 扇形 ， 
,94. 


利用 这 些 方法 ， 我 们 首先 可 以 求 得 一 个 以 两 条 共 端 点 的 圆 弧 
为 边界 的 任意 域 的 标准 映照 ， 这 样 的 域 可 以 是 一 个 圆 横 形 , 它 的 
角 可 以 大 于 x, 或 者 也 可 以 是 它 的 余 补 形 . 设 二 弧 的 端点 为 & 及 
5b, 我 们 先 作 预备 映照 久 一 一 0)/ 一念 ， 将 所 给 域 映 成 一 扇形 , 
再 用 一 适当 的 考 包 = 性 就 可 将 这 一 扇形 映 成 一 个 半 平 面 ， 

加 条 困 个 呈 在 态 @ 守 贸 ， 刚 变 换 2 二 2) 将 把 两 圆 间 的 
更 一 入 五 向 拉 方法 也 可 应 用 于 只 有 两 人家 有 的 加 三 胃 形 
' 事实 上 , 如 果 第 三 角 的 顶点 为 a, 且 设 由 & 引出 的 两 边 再 交 于 5， 
则 线性 变换 各 =《z 一 2)/(z 一 0) 将 三 角形 映 成 一 扇形 。 用 一 个 短 
变换 可 将 这 一 扇形 变换 为 一 个 半圆 ; 这 一 半圆 是 一 模 形 域 , 它 又 可 
映 成 一 个 半 平面。 

在 这 一 方面 , 我 们 来 讨论 一 个 经 常 遇 到 的 特殊 情形 . 设 我 们 
需要 将 一 个 线段 的 余 补 域 映 成 一 个 圆 的 内 部 或 外 部 . .这 个 域 是 角 
为 2r 的 根 形 ; 不 失 一 般 性 , 可 设 线段 的 端点 为 士 1， 预 备 变换 


2 十 1 
gz 一 1 


将 覃 形 暴 成 一 个 除去 负 来 负 所 得 的 全 局 形 ， 其 次 ,定义 平方 根 
各 一 W 科 ， 

它 的 实 部 是 正 的 ， 从 此 得 到 将 全 扁 形 肌 成 右 半 平面 的 映照 最 后 ， 

变换 


二 


0 二 23 一 工 
go 十 二 


把 右 半 平面 映 成 |w| <1. 
消去 中 间 变 数 后 可 得 对 应 关系 


(16) 


平方 根 的 符号 可 以 由 条 件 |w| <1 唯一 地 确定 ,因为 (2 一 MV 一 1) 
“(z 十 V2 一 4 ) 一 1， 如 符号 相反 , 则 得 映 成 |w| > 工 的 映照 。 
为 了 更 详细 地 研究 映照 (16), 令 w=pe*, 这 样 就 得 


"95 ， 


“一 豆 (e+ 三) cos 0, 


_1if/ TY， 
4 一 可 \O 二 am 


消去 90, 得 , , 
一 (17) 
[+e | [C0-p-) | 
又 消去 p, 得 2 , 
on Hg. (18) 


因此 , 圆 |w| 一 p< 的 象 是 一 要 图, 长 轴 为 p+p-1， 短 轴 为 p77 一 p， 
一 半径 的 象 是 双 曲线 一 支 的 一 半 ， 棚 圆 (17) 及 双 曲 线 (18) 是 共 焦 
的 。 对 应 关系 如 图 3-9 所 示 . 


图 3-9 由 % 一 吉他 十 w-9 所 作 的 映照 


很 明显 , 由 于 变换 (16), 我 们 可 以 把 一 个 椭圆 的 外 部 或 一 双 曲 
线 二 支 之 间 的 域 映 成 一 圆 域 的 映照 也 归属 于 初等 共 形 映照 一 类 
里 . 但 是 ,这 一 变换 孝 不 能 使 我 们 作 精 圆 内 部 或 双 曲线 两 分 支 内 
部 的 映照 。 

作为 一 个 最 后 比较 复杂 的 例子 , 我 们 来 研究 三 次 多 项 式 

W= Co23 十 Cib2 十 Ga 十 03 

所 定义 的 映照 ， 利 用 熟知 的 变换 ?一 包 一 ai/3co 可 消去 方程 中 的 
二 次 项 , 经 规格 化 以 后 , 多 项 式 可 化 为 w=# 一 88，z 的 系数 是 这 样 
选 定 的 , 使 导数 在 * 一 土 时 等 于 零 ， 
96 。 


为 了 应 用 变换 式 (16), 引进 辅助 变数 和 ,人 由 下 式 定义 
1 
2 一 《十 z: 
于 是 三 次 多 项 式 简化 为 


我 们 看 到 每 一 个 z 确定 两 个 的 值 , 但 它们 是 互 倒 的 , 因而 可 
导致 同一 个 多 值 ， 为 了 求 得 一 个 唯一 的 4, 可 以 加 入 条 件 | 引 王 二 
但 这 样 以 后 , 线段 (一 2, 2) 必须 从 2 平面 上 除去 . 

现在 我 们 容易 将 z 平面 与 w 平面 之 间 的 对 应 关系 加 以 具体 
化 . 与 圆 | 上 =p< 寺 对 应 的 ,在 平面 中 是 以 o-: 士 p 为 半 轴 的 椭 
圆 , 而 在 ww 平面 中 则 是 以 p-? 士 p 为 半 轴 的 椭圆 ， 局 样 , 圆 的 一 个 
半径 arg5 一 和 对 应 于 “平面 及 岂 平 面 中 的 双 曲 线 的 分 支 ; * 平面 
中 的 双 曲 线 以 与 正 实 轴 的 夹 角 为 一 9 的 直线 为 一 渐 近 线 ,而 w 平 

面 中 的 双 曲 线 的 一 条 浙 近 线 则 与 正 实 轴 的 夹 角 为 一 89。 共 焦 椭 
贺 和 双 曲 线 的 整个 形状 保持 不 变 , 但 在 ? 描 出 一 椭圆 时 ,w 将 画 出 
对 应 的 较 大 椭圆 三 次 。 因 此, 这 里 的 情形 和 较 简单 的 上 映照 名 = 必 
的 情形 十 分 相似 .至 于 取 疝 , 可 参看 图 3-9. 

对 于 渐 近 线 之 间 的 夹 角 所 2w/83 的 双 曲 线 , 介 于 其 二 分 支 之 
间 的 域 的 映照 是 一 对 一 的 。 特 别 是 , 双 曲 线 3w -多 =38 和 2 轴 把 
z 平面 分 成 的 六 个 域 都 映 成 半 平 面 , 其 中 三 个 映 成 上 半 平 面 ,而 另 
外 三 个 映 成 下 半 平 面 。 双 上 曲线 的 右面 一 个 分 支 的 内 部 对 应 于 整个 
2 平面 ,但 沿 着 负 实 轴 到 一 2 为 目的 一 段 有 一 缺口 。 


习 题 


下 而 所 有 的 映照 都 应 是 共 形 的 ， | 
映照 使 保持 丙种 对 称 性 ， 


2. 试 将 |s| =1 及 | 一 吉 | = 吉之 间 的 域 轴 成 一 个 半 平 面 。 
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3. 试 将 弧 |z|==1,y 之 0 的 余 补 域 映 成 单位 图 的 外 部 , 使 无 穷 远 点 互相 
对 应 ， 

4， 试 将 抛物 线 P=2pz 的 外 部 映 成 圆 盘 |w| < 也 使 8=0 及 2 一 一 D/3 
对 应 于 人 = 工 及 2=0. (Lindelct.) 

5， 试 将 双 曲 线 好 -多 = 捅 的 右边 分 支 的 内 部 机 成 圆 盘 |wl <1, 使 焦点 
对 应 于 w= 小 顶点 对 应 于 w 二 一 1]，(Lindeléf.》 

6. 试 将 双 纽 线 [一 | 一 p>《p>4) 的 内 部 映 成 圆 盘 |w| < 土 使 对 称 性 
不 变 ，(Linqelsf . ) 

7. 试 将 棋 圆 〈z/o)2 + CAb22 一 工 的 外 部 了 映 成 图 盘 |w| <1, 使 对 称 性 不 

8. 试 将 2 平面 在 双 曲 线 吧 -- 纪 = 土 右 半 支 左 而 的 部 分 观 成 一 个 半 平 面 . 
《Eindelct.) 

[提示 :一 方面 考 塌 域 的 上 半 部 分 在 w=8 下 的 映照 ， 另 一 方面 考虑 一 
个 象限 在 妈 = 振 一 3s 下 的 映照 ,] 


4.3 初等 Riemann 面 


用 相应 的 映照 将 函数 形象 化 的 情形 仅 当 映照 为 一 对 一 时 才 是 
完全 清晰 的 。 如 果 映 照 不 是 一 对 一 的 , 那么 , 引进 广义 的 域 之 后 仍 
”可 使 我 们 的 设想 得 到 必要 的 支持 ， 所 谓 广义 域 就 是 在 其 中 不 同 的 
点 可 以 具有 相同 的 坐标 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 必须 规定 同一 位 置 上 
的 点 可 以 用 其 他 特征 来 加 以 区 别 , 例如 它们 的 标号 或 它们 的 颜色 ， 
具有 相同 标号 的 各 个 点 被 认为 位 于 同一 叶 或 同一 层 . 

这 一 想法 引出 了 Riemann 面 的 概念 ， 这 里 我 们 不 想 给 这 一 
概念 下 一 个 严格 的 定义 ,就 我 们 的 目的 来 说 , 以 纯粹 描述 的 方式 介 
绍 一 下 Riemann 面 就 够 了 ， 因 为 我 们 只 用 以 帮助 说 明 , 不 用 以 作 
逻辑 的 证 明 。 

最 简单 的 Riemann 而 与 w 一 加 所 作 的 映照 有 关 , 这 里 n>1 
是 一 整数 ;我 们 知道 在 每 一 个 肩 形 (6 一 4X2%/n)<<args<h(2z/n) 
(一 1 …, 专 与 除去 了 正 实 轴 以 后 的 整个 w 乎 面 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 的 关系 。 因此 ,每 一 扇形 的 象 可 以 在 必 平 面 上 沿 着 正 实 办 
作 一 “ 割 痕 “而 求 得 ; 这 - 割 痕 具有 两 个 “边缘 ”一 在 下 方 ,，- 在 上 
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方 。 对 应 于 ?平面 中 的 % 个 扇形 , 我 们 来 考察 具有 麟 痕 的 w 平面 
的 % 个 完全 相同 的 复 本 .这 些 复 本 将 组 成 Riemann 面 的 “时 ”了 
同 的 叶 用 标号 区 分 , 每 一 标号 对 应 于 一 个 肩 形 ， 当 z 在 “平面 
上 移动 时 ,对 应 的 点 ww 将 在 Riemann 面 上 自由 移动 ， 由 于 这 一 
由 ,我 们 必须 把 第 一 叶 的 下 边缘 接 到 第 二 时 的 上 边缘, 第 二 时 的 下 
边缘 接 到 第 三 时 的 上 边缘 , 依 此 类 推 , 到 最 后 , 将 第 nw 时 的 下 边缘 
接 到 最 初 一 叶 的 上 边缘 , 完成 一 个 循环 ， 从 物理 意义 上 看 , 这 样 做 
就 不 可 能 不 发 生 自 交 , 但 我 们 理想 化 的 模型 没有 这 一 矛盾 , 这 样 构 
作 的 结果 就 组 成 一 Riemann 面 , 它 上 面 的 点 与 2 平面 上 的 点 成 一 
一 对 应 ， 此 外 ， 如 果 连 续 性 是 根据 结构 情况 来 定义 的 ， 那么 这 一 对 
应 也 是 连续 的 ， 
沿 着 正 轴 的 割 痕 可 以 用 沿 着 任意 一 段 由 0 至 co 的 简 单 弧 攻 的 
割 痕 来 代替 ; 这 样 构成 的 Riemann 面 应 认为 与 原来 构成 的 一 个 
全 一 样 ， 换 言 之 , 制 痕 不 能 由 曲面 上 的 线 来 区 分 ， 但 为 了 便于 挤 
述 ,引进 特殊 的 割 痕 还 是 必要 的 ， 
点 w=0 处 于 一 特殊 位 置 . 它 连 接 所 有 的 叶 , 而 一 条 曲线 在 闭 
合 之 前 应 环绕 原点 % 次 .这 样 的 一 个 点 称 为 支点 , 如 果 Riemann 
面 是 从 扩充 平面 来 考虑 的 ,那么 co 点 也 是 一 支点 ， 在 更 一 般 的 情 
形 , 一 个 支点 不 须要 连接 所 有 各 个 叶 ; 如 果 它 连接 的 有 天 时 , 则 称 
它 为 及 一 1 阶 支点 . 
对 应 于 we 的 Riemann 面具 有 同样 的 本 质 ， 在 这 种 情况 
下 , 这 一 函数 将 每 一 平行 带 (b 一 1)2xz<y<b.2w 映 成 一 叶 , 割 妆 
是 沿 正 轴 切 下 的 .各 时 彼此 相连 , 因此 组 成 一 个 没有 尽头 的 螺旋 
原点 将 不 是 Riemann 面 上 的 一 点 , 这 与 永远 不 能 等 于 零 相应 . 
读者 当 不 难 构 作 其 他 的 Riemann 面 ， 我 们 提出 w=cosz 所 
定义 的 Riemann 面 来 作为 方法 的 说 明 .， 如果 一 个 域 , 在 一 一 对 应 
下 映 成 为 具有 一 个 或 几 个 割 痕 的 整个 平面 , 则 称 这 个 域 为 基本 域 . 
我 们 可 以 选 定 带 (4 一 xw<s 过 hm 作为 w=coss 的 基本 域 ， 每 一 
带 映 成 带 有 割 痕 的 整个 平 面 , 这 些 制 痕 是 沿 着 实 轴 由 一 co 至 
一 1 以 及 由 1 至 oo 刻 此 的 。 直线 gx 一 Ner 在 力 为 偶数 时 对 应 于 正 
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向 割 痕 的 二 边 乡 ; 而 在 为 奇数 时 则 对 应 于 负 向 割 靖 的 二 边缘 . 如 
果 我 们 考察 与 直线 4 hr 相 邻 的 二 条 带 ， 就 知道 对 应 割 痕 的 边 
缘 应 交叉 粘 合 ,以便 在 w= 士 1 处 生成 一 单 支点 。 所 得 的 曲面 在 
w 一 1 及 w 一 一 1 上 具有 无 穷 多 个 单 支点 ， 这 些 支 点 交 赫 地 连接 奇 
数 和 偶数 的 叶 . 

叶 与 叶 的 粘 合 情形 如 图 3-10 所 示 。 它 表示 审 痕 互相 平行 时 
的 曲面 的 模 裁 面 ， 应 记 住 同一 水 平 
线 上 的 任何 二 点 都 可 以 用 一 缴 来 连 
接 , 弧 不 与 任 一 割 痕 相交 . 


======== 
图 3-10 cosz 的 Riemann 面 图 3-1i eoss 的 基本 域 
不 论 这 种 表示 的 优点 怎样 ，Riemann 面 的 最 清晰 图 形 是 从 * 
平面 中 基本 域 的 直接 研究 中 得 出 。 如 图 8-11 所 示 , 如 果 我 们 引用 
对 应 于 上 半 平 面 及 下 半 平 面 的 子 域 , 则 说 明 将 更 为 简单 ， 图 中 有明 
影 部 分 是 cosz 具有 正 虚 部 的 域 ， 每 一 域 对 应 于 一 个 半 平 面 , 在 这 
个 半 平 面 上 记 明 界 点 及 一 +。 对 于 任意 两 个 黑白 相 邻 的 域 , 半 
平面 应 通过 区 间 《一 0, 一、( 一 1, 41) 或 (1, 0) 之 一 相连 接 ， 
应 该 选 定 哪 一 个 连接 ,可 从 平面 中 的 对 应 位 置 来 决定 


习 题 
工 ， 说 明 函 数 wu 一 二 (z 十 二 ) 的 Riemann 面 。 


2. 说 明 函 数 多 和 =(s2? 一 1)? 的 Riemann 面 。， 
3. 说 明 函 数 w= 一 38 的 Riemann 面 。 
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第 4 章 复 积分 
t 基本 定理 


解析 函数 的 许多 重要 性 质 不 用 复 积分 是 很 难 证 明 的 举例 来 
说 , 不 借助 复 积分 或 等 价 工具 , 要 证 明 一 个 解析 函数 的 导数 是 连续 
的 , 或 证 明 高 阶 导数 存在 , 仅 在 最 近 才 成 为 可 能 ， 当 前 . 不 用 积分 
的 证 明 , 至 少 可 以 说 , 比 古典 证 明 , 要 困难 得 多 人 @. 

。 正 象 在 实 变数 的 情形 中 一 样 ,我 们 仍 区 分 定 积分 和 不 定 积分 . 
一 个 不 定 积分 是 一 个 函数 ， 它 的 导数 等 于 一 个 域内 的 已 知 解析 函 
数 ， 在 许多 初等 情形 中 ， 不 定 积分 可 以 从 已 知 导 微 公 式 的 反 演 求 
得 ， 定 积分 是 在 可 微 缴 段 或 逐 段 可 微 弧 眉 上 进行 的 , 并 不 限于 解 
析 函 数 ， 它 可 以 用 实 定 积分 定义 中 类 似 的 极限 法 来 定义 ， 实 际 
上 , 我 们 将 应 用 实 积分 来 定义 复 的 定 积分 ， 这 就 使 我 们 可 以 不 必 
重复 作 存在 性 的 证 明 , 因为 它 在 基本 上 是 和 实 变数 的 情形 相同 的 . 
读者 应 对 实 值 连续 函数 的 定 积分 理论 十 分 熟悉 ， 


1.1 线 积分 


实 积分 的 最 直接 推广 就 是 一 个 复 值 函数 在 一 个 实 区 间 上 的 定 
积分 ， 设 7) 一 w(t) 十 io( 引 是 一 个 连续 函数 ,定义 于 区 间 (a, 5) 
内 ， 根 据 定义 , 令 . 

| f(Dat=| wt dts [GE (1) 


四 卫 . 工 . Plunkett 不 用 积分 证 明了 导数 的 连续 性 (Bull. Am. Math. Soc. 85， 
1959) , 且 , 是, Qonnell 和 了 . Porcelli 证 明了 所 有 导数 的 存在 (Bull. Am. Math. Boc, 
人 钉 , 1961) , 所 有 这 些 证 明 都 伐 赖 G, T. Whyburn 的 一 个 拓扑 定理 ， 
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这 一 积分 具有 实 积分 的 大 部 分 性 质 ， 特 别 是 , 如 c=a 十 i 为 一 复 
常数 , 则 得 


ef a=e] FD, (2) 
因为 两 边 都 等 于 
| (ou— Bdtti] 《ao 十 Bwat. 
如 果 ss<0 则 对 于 任意 复 的 (加 , 基本 不 等 式 
[FO < De @) 
成 立 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 在 (2) 中 取 c=e™， 这 里 9 为 实数 , 则 得 
Re [o-* [ fa] | ON fC) |at. 


如 0~arg (Dai 则 上 式 的 左边 成 为 积分 的 绝对 值 ， 于 是 
得 (3)@. 
现在 我 们 来 考察 一 个 分 段 可 微 的 弧 段 其 方程 为 z- :0， 


o<t<b. 如 果 函 数 /( 四 定义 在 Y 上 且 在 Y 上 连续 , 则 了 (Cz( 站 也 
连续 ,我 们 可 以 令 


人 7e- 7) a. 四 
这 就 是 7 Ge) 沿 着 弧 眉 y 的 复线 积分 的 定义 ， 在 (@ 式 的 右边 , 如果 
z (6) 不 是 到 处 连续 ， 则 积分 区 间 应 根据 情况 分 成 几 个 小 区 间 。 当 
我 们 考虑 弧 段 y 上 的 线 积分 的 时 候 , 我 们 总 默认 是 逐 段 可 微 的 
积分 (和 的 一 个 最 重要 的 性 质 是 它 在 参数 变换 下 的 不 变性 . 由 
增 函数 24) 确定 的 参数 变换 将 区 间 a<r<B 映 成 区 间 as 
<b; 假设 红 z) 是 逐 段 可 微 的 ， 根 据 积分 变数 的 变换 法 则 ,我 们 有 
OPAOLA UDA 
但 w (7))#() 是 z(t(z)) 关 于 < 的 导数 ， 因 此 ， 不论 的 方程 为 
@。 如 “di 一 0, 则 9 没有 定义 ,但 这 时 也 就 没有 什么 要 证 明了 ， 
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一 (8)， 抑 或 为 xs(ifs)， 积 分 (人 都 有 相同 的 人 
在 第 8 章 2.1 节 中 ,我 们 用 方程 4=2( 一 入 ， 一 5<t< 一 4 定义 
反 向 弧 段 一 y， 因 此 我 们 有 
| f= Fe) ed, 
作 变数 变换 ,上面 的 积分 可 写成 
[fC ) Dt. 
于 是 得 到 
7%=—| fdr. @) 


积分 (4) 还 有 一 个 十 分 明显 的 加 法 性 质 ， 把 弧 段 7 分 成 有 穷 
个 子 弧 段 的 意义 是 很 明显 的 ， 用 符号 方程 来 表示 ,就 有 
Y=Y1+ yat 二 Yn 
对 应 的 积分 满足 下 面 的 关系 


[eo) yarf ont + +| fd. (6) 


最 后 ， 沿 着 一 条 闭 曲 线 的 积分 在 参数 移 换 下 也 保持 不 变 ， 老 
的 和 新 的 起 点 确定 两 段子 弧 广 及 ya， 沿 入 十 ya 的 积分 等 于 沿 
Ya 十 Yi 的 积分 , 这 就 证 明了 积分 的 不 变性 . 

除了 ( 儿 式 这 种 形式 的 积分 外 , 我 们 还 可 以 考虑 关于 z 的 线 积 
分 ,最 方便 的 定义 是 用 二 重 共 罗 符号 


应 用 这 一 记 法 , 关于 % 或 关于 9 的 线 积 分 可 以 写成 
| 7 去 人 yat 7) 
| 7 四 =- 训 (| 1-| 7 硬 ) 
以 了 一 十 入, 则 (名 式 的 积分 可 和 写成 下 面 的 形式 ， 
| (wsz-oan+ 计 (udy+v dv), (7) 
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它 把 实 部 和 虚 部 分 了 开 来 ， . 
当然 ,我 们 完全 可 以 从 定义 如 下 形式 的 积分 开始 ， 
| ,part qo, 


在 这 情况 下 , (7) 应 作为 积分 (4) 的 定义 .选用 哪 一 种 , 完全 是 一 种 
尝试 . 


关于 驯 长 作 积分 可 得 一 个 基本 上 不 同 的 线 积分 这 种 积分 普 
通用 两 种 记 法 , 其 定义 为 


eA Aa (9) 
这 一 积分 仍然 不 依赖 于 参数 的 选择 ， 和 (可 式 对 比 , 现在 我 们 有 
Jflael = lan， 
但 (6) 式 仍 保持 有 效 ， 不 等 式 
ral <| lle 四 
是 (3) 式 的 一 个 推论 ， 

如 一 1， 则 (8) 的 积分 化 为 ] 1az|， 根 据 定义 ， 这 就 是 Y 的 
长 度 。 我 们 来 计算 贺 的 周 长 作 为 例子 ， 从 一 个 整 加 的 参数 方 答 
4 一 %( 们 一 G 十 pet， 0<t<2x, 可 得 2 (人 = 一 加 et 因此 

人 |2' CG) |at -| pat=2%p, 
与 我 们 所 希望 的 一 致 


1.2 可 求 长 的 弧 


一 段 弧 的 长 度 也 可 以 定义 为 所 有 和 
人 (在 ) —%Cto) [+ [z(ta) mz) | 二 + [zis) — z(t 1)| (10) 
的 上 确 界 ， 其 中 4 一 如 到 妈 二 …<< 和 一 8。 如 果 这 个 上 确 界 是 有 穷 
的 ,就 说 这 弧 是 可 求 长 的 ， 易 证 逐 段 可 微 的 颖 是 可 求 长 的 , 而 且 长 
上 度 的 两 种 定义 是 一 致 的 ， 
”由 于 [wtp) — z(tp a |< 1s) ~z2(t-1) |, 
,104 。 


[yin) — yin) [< Iz(t) —2(ty-1)|, 
[C60) —2(tr-2) | |2Cty) — wot 1+ |y(te) —y tr) |, 
显 见 ,和 (10) 及 相应 的 和 
[zh) —w(to) [++ w(t) —2(tni) |, 
|y C6) —y(to) | + + [y(t) — Yb) | 
同时 有 界 . 当 后 面 的 和 都 有 界 时 , 就 说 函数 2( 引 与 y( 人 是 有 界 变 
差 的 ， 一 弧 一“( 世 是 可 求 长 的 , 当 且 仅 当 z() 的 实 部 与 虚 部 都 是 


+ 


车 是 可 求 长 的 , f(z) 在 yY 上 连续 ， 则 可 定义 类 型 (8) 的 积分 
为 极限 
[flim SB FD)) lalty) ~ |. 
这 里 的 极限 与 定 积分 定义 中 出 现 的 极限 是 同类 型 的 . 
在 初等 解析 函数 论 中 ， 很 少 需要 考虑 可 求 长 而 不 是 逐 段 可 微 


的 弧 ， 但 是 , 可 求 长 弧 这 个 概念 是 每 个 数学 家 必须 知道 的 一 个 概 


1.3 线 积分 作为 弧 的 函数 


形 如 | pae+g 9 的 一 般 线 积 分 常 作为 弧 的 函数 (或 泛 卫 ) 
来 研究 ， 这 时 我 们 假设 2 与 9 定义 在 同一 域 口内 ， 并 在 Q 内 连 
笑 , 而 孤 y 在 加 内 是 任意 的 .一 类 重要 的 积分 以 下 面 的 一 种 性 质 
为 其 特征 ， 那 就 是 沿 弧 段 的 积分 值 只 依赖 于 弧 段 的 两 端点 。 换 计 
之 ,如 果 yi、 Ys 具有 相同 的 起 点 与 终点 , 则 这 一 性 质 可 表 为 
jz Gx 十 9 mms-| dz+g dy. 


我 们 说 一 个 积分 上 只 依赖 于 两 端点 就 等 于 说 沿 着 任 一 闭 曲线 的 积分 
值 等 于 零 . 事实 上 , 设 7 为 一 闭 曲线 ， 则 7 与 一 Y 具有 相同 的 端 
点 ; 而 如 积分 只 依赖 于 端点 , 则 


上 
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因此 | 0， 反之 ,如果 汶 、 加 具有 相同 的 端点 , 风 六 一 为 是 一 ， 
条 闭 曲 线 , 而 如 沿 着 任 一 闭 曲线 的 积分 等 于 零 , 则 | 一 | . 
下 面 的 定理 给 出 了 线 积分 具 依赖 于 两 端点 的 一 个 充 要 条 件 
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条 件 的 充分 性 是 立即 可 以 看 出 的 ， 因 为 如 果 定 理 的 条 件 被 满 
足 , 则 用 通常 的 记号 , 可 以 有 


| do 十 y=-| (名 人 + 人 y(t) ) 
-| 时, yO) 


=U (2(b), %C0)) 一 ICe(o， ye)), 
而 这 一 差 的 值 只 依赖 于 两 端点 为 了 证 明 必 要 性 , 在 2 内 任 取 一 固 
定点 (xzo，%)， 用 只 内 的 折线 y 连 . 
接 (wo, yo) 与 (vw, Y), 7 的 边 平行 于 
坐标 轴 , 如 图 4-1 所 示 , 并 定义 函数 
Uw, Y) -| z dz+g dy. 
由 于 积分 只 依赖 于 两 端点 ， 故 知 画 
图 4-1 数 梧 是 确切 地 定义 了 的 ， 又 如 取 
的 最 后 一 段 为 水 平 的 , 则 可 将 y 保持 固定 而 让 « 一 数 变化 ,并 不 影 
响 到 其 他 的 线段， 在 最 后 一 段 上 , 可 视 «为 参数 ,得 到 
Ul%, =| po, y) Ast+ oonst., 
这 里 ,积分 的 下 限 是 无 关 重 要 的 。 从 上 式 立即 可 得 纪 -2p。 同 
理 , 取 的 最 后 一 段 平行 于 y 轴 ,可 证 名 一 9， 
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习惯 上 ,我 们 常 写 


并 把 能 写成 这 一 形式 的 表达 式 p dz 十 9 gg 称 为 正 合 微分 (或 全 微 
分 ) .这样 ,为 要 一 个 积分 只 依赖 于 两 端点 ， 必 须 而 且 只 须 被 积 画 
数 是 一 正 合 微分 . 应当 注 意 , 这 里 的 p, 9 与 口 可 以 是 实 的 , 也 可 
以 是 复 的 ， 函 数 UU 如 果 存 在 的 话 , 除了 一 个 附加 常数 外 是 唯一 确 
定 的 , 这 是 因为 如 果 两 函数 具有 相同 的 偏 导数 , 则 它们 只 差 一 个 党 
数 ， 
在 什么 条 件 下 js) 一 (2)dz 十 久 (z)do 是 一 正 合 微分 呢 ? 根 
据 定义 ,必须 在 吕 内 存在 一 函数 玉 (z>), 使 得 
2 pC), 


oF 2 


-if (0%). 
如 果 如 此 , 则 了 (2) 必 满 足 OO Riemann 方程 
of _ 同志 
Br 六 


有 为人, 是 双 (好 ， /让 将 没有 定义) 所 避 
OO 


人 
论 . 

作为 上 面 结果 的 一 个 直接 应 用 ， 我 们 有 对 于 所 有 的 闭 曲 线 

7， 只 要 整数 m>0, 则 
| (2 一 qd 一 0. . (11) 
因为 (2 一 @)" 是 (2 一 @)"+4/(n 十 1) 的 导数 ， 而 原 函 数 是 整个 平面 中 
的 解析 函数 ， 如 郊 为 负数 ， 但 关 一 1 则 对 于 所 有 不 通过 “的 闭 曲 
e。 107 。 


线 , 也 有 同样 的 结果 成 立 , 因为 在 点 e 的 余 补 域 中 , 不 定 积分 仍然 
是 解析 而 单 值 的 ， 如 %= 一 1， 则 (11) 不 一 定 成 立 ， 考 察 一 个 以 a 
为 中 心 的 图 C， 设 其 方程 为 *= g 十 pets，0<t<2r， 我们 有 

| -2 | am. 

0 %—0 0 
这 表明 在 环 pi 过 |z 一 4| 过 ps 中 , 不 可 能 为 log(z 一 外 定义 一 单 值 分 
支 . 反之 , 如 果 闭 曲线 7 包含 在 不 含 点 4 的 半 平 面 中 , 则 积分 等 于 
零 ， 因 为 在 这 样 一 个 半 平 面 中 ，log(z 一 4) 的 一 单 值 解析 分 支 是 可 
以 定义 的 。 


习 题 


1. 计算 [ za, 


此 处 7 为 由 0 至 1+i 的 有 向 线段 ， 
2. 试 就 加 的 正 向 按 下 列 两 种 方法 计算 


| cdg, . 
lzi=r 
第 一 种 方法 是 应 用 一 参数 ,第 二 种 方法 是 在 园 上 取 
w= 二 (5+7) 一 于 (se 二 二 三 ). | 
3， 试 就 圆 的 正 向 计算 
| dg 
PE 妈 一 “ 


4. 计算 | 
5， 候 设 f(e) 在 闭 渴 线 Y 上 解析 ( 即 了 在 包含 Y 的 一 个 区 域内 是 解析 
的 ), 证 明 
[ZAG 
是 纯 庶 数 ，( 刀 (6) 被 认为 是 当然 连续 的 ,) 
6， 假设 js) 在 区 域 9 内 解析 ， 并 满足 不 等 式 |F(a) -1| <1, 证 明 对 分 
中 的 任 一 闭 曲线 pe) 
Cj 
上 
《"(s) 被 认为 是 当然 连续 的 .) 
» 108。 


7. 着 Po 是 一 多 项 式 , 0 表示 加 jz 一 o| = 及 间 | PCe) 呈 的 人 为 何 ? 
答 ， -2miB2P'(a)、 
8. 试 描 出 一 组 国 周 ,使 公式 
| logsds =0 
有 意义 并 正确 。 ， | 


1.4 和 矩形 的 Cauchy 定理 


Cauchy 定理 有 好 几 种 形式 ,但 是 与 其 说 它们 在 分 析 内 容 上 有 
所 不 同 , 倒 不 如 说 它们 的 差异 在 于 拓扑 方面 。 因 此 , 很 自然 地 我 们 
将 从 极 少 作 拓扑 考察 的 情形 入 手 . 

我 们 在 这 里 专门 研究 一 个 由 不 等 式 a<w<8, ec<y<d 所 界定 
的 矩形 及 。 这 一 矩形 的 周 界 可 以 看 作 是 一 条 简单 闭 曲 线 , 由 四 根 
相 接 的 直线 段 组 成 ， 闭 曲 线 的 正 向 是 这 样 选 定 的 ， 那 就 是 沿 着 这 
个 方向 , RR 总 位 于 各 段 有 向 线段 的 左 方 。 因 此， 四 个 顶点 的 顺序 
是 (a, 6),，(5, c)，(3, 49),，(4， 中 ， 我 们 把 这 一 闭 曲 线 称 为 R' 的 
境界 线 或 围 线 ,并 记 为 28@ . 

必须 指出 , 这 里 的 及 是 闭 的 点 集 , 因此 它 不 是 一 个 域 . 下 面 定 
理 中 讨论 的 是 在 矩形 R 上 解析 的 函数 读者 应 当 理解 ， 这 样 的 一 
个 函数 按 定义 是 确定 在 包含 R 的 一 个 域内 ， 并 且 在 该 域内 解析 . . 

下 面 就 是 Cauchy 定理 的 一 个 初步 形式 

定理 2 设 函 数 /(%) 在 R 上 解析 , 则 

|。 f(s)dz=0. (12) 
这 一 定理 的 证 明 是 以 平分 法 为 基础 的 。 引 入 记号 
n(B)=| (aa 

对 于 包含 在 所 给 矩形 内 的 任 一 矩形 也 用 这 一 记 号， 如 果 将 且 分 
成 四 个 全 等 的 年 形 RP， R®，R®，RS， 则 因 沿 着 公共 边 的 积分 


@ 这 是 标准 记 法 ， 我们 要 反复 使 用 ， 注 意 。 根据 早先 的 约定 , BR 也 是 作为 一 个 
点 集 刁 的 边界 (第 3 章 1.3 节 ). 
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互相 抵消 , 故 有 
BR)=n BO) Fn BY) +n RY) 4% RS). (18) 
应 当 注 意 ， 这 一 事实 可 以 直接 证 明 ， 不 必 一 定 要 借助 于 儿 何 的 直 
Ga aa 觉 , 虽然 如 此 ,但 参看 一 下 图 4-2 
还 是 有 助 于 理解 的 . 
从 (:3) 可知 , 矩形 BRw (一 
二 2, 8, 4) 之 中 至 少 有 一 个 应 满 
足 条 件 
ICB)| > 于 190B)|， 
图 人 2 矩形 的 对 分 我 们 把 满足 这 一 条 件 的 矩形 记 为 
Ri 如 果 有 几 个 RW 具有 这 一 性 质 ， 那 末 可 根据 某 一 确定 的 规则 
来 选 定 这 个 及 
这 一 过 稳 可 无 穷 次 地 重复 下 去 , 于 是 得 到 算 形 套 序 列 
RoR Re DIOR DO, 


具有 如 下 的 性 质 ， 
17CB,) | > 工 17(B |， 
因此 
[nCB) | 之 4 7)|. (14) 
当 %r 充分 大 上 时， 将 包含 在 一 个 预定 的 邻 域 jz: 一 办] < 之 
中 ,因此 成, 将 收 钱 于 一 点 ER， 首先 , 我们 选 定 5 这 样 小 , 使 得 
了 (在 |% 一 | 之 5 内 有 定义 且 解 析 ， 其次， 如 给 定 了 8 之 0, 可 选 
定 5, 使 得 对 于 |z 一 2*| <6, 
一 Fe ps 


< 


. 
(fC) —f C2) — (2g—2)F (2)|<els— |. 《15) 
我 们 假设 3 同时 满足 上 面 两 个 条 件 , 并 设 ,包含 在 |z 一 2*| <3 之 
中 ， 
现在 来 考察 
”和 110 时 


r 


| ， dz=0, | zdz=0, 
定理 的 这 些 特殊 情形 已 在 .1 节 中 证 明 ， 证 明 的 时 候 是 以 1 及 % 
分 别 为 * 及 42/3 的 导数 这 一 事实 为 根据 的 ， 

根据 这 两 个 方程, 我 们 就 有 

WB) =| [7 Fe2) ~ (ee) (lg, 
而 从 (15) 得 到 
nCB) | <e | la—l+ ael, (16) 

在 最 后 的 积分 中 | 一 汪 | 充 其 里 只 能 等 于 及 的 对 角 线 避 ， 全 
,的 周 长 为 [， 则 这 一 积分 必 <dI。， 但 如 原来 害 形 有 的 对 角 
线 及 周 长 为 @ 及 二 则 显然 有 抽 =2-"4 及 I。=27" 芽 ， 因 此 ,根据 
(16) 就 有 


[n(n ! 4"*aLs. 
再 与 (14) 式 比较 ,就 得 
[In (BRB) | <aLs. 
由 于 & 是 任意 的 ,所 以 只 能 有 mCR) 一 0, 于 是 定理 得 证 ， 
这 一 巧妙 的 证 法 是 最 简单 的 一 个 证 法 ， 本 质 上 是 由 E. Gour- 
sat 所 提出 , 他 发 现 要 求 (2) 为 连续 的 这 个 经 典 假设 是 多 余 的 , 同 
时 , 这 一 证 明 方 法 要 比 经 典 方法 为 简单 , 因为 它 既 不 用 重 积分 , 也 
母 需 在 积分 号 下 进行 微分 . 
定理 2 中 的 假设 条 件 可 以 大 大 减弱 ， 在 下 面 我 们 将 十 明 一 个 
非常 有 用 的 较 强 定理 ， 
定理 3 从 矩形 R 中 去 掉 有 穷 个 肉 点 6 而 得 点 集 RB。 设 


Un- fn 0 


骨 ee- 
很 明显 ， 且 可 以 分 成 较 小 的 条 形 ， 使 这 些小 乱 形 至 多 包含 一 
个 bi， 因此 ,我 们 只 须 研 究 单独 一 个 例外 点 的 情形 就 够 了 . 
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”我 们 将 及 分 成 9 个 小 矩形 , 如 图 43 所 示 ， 除 了 中 央 的 一 个 
矩形 Bo 以 外 , 对 于 其 他 的 矩形 , 应 用 定理 2。 如 果 将 每 个 矩形 对 
应 的 方程 (12) 全 部 加 起 来 ， 经 过 相 消 以 后 , 可 得 
如 果 s>>0， 我 们 可 以 把 矩形 Bo 选择 
得 这 样 小 , 使 得 在 9R。 上 有 不 等 式 
HO I< 
成 立 ， 因 此 ,根据 (17) 可 得 
[az| 
fe < 。 1 一 8 
我 们 可 假设 是 一 个 以 为 中 心 的 正方 形 , 则 通过 初等 计算 表明 
| [dz|_ 8 


“一 《| 


因此 得 到 
. | fe <8s, 


由 于 s 是 任意 的 , 故 定理 得 证 . 
如 f(z) 在 R 上 解析 而 有 界 ， 则 定理 的 假设 条 件 当然 是 满足 
的 . | 


1.5 刍 盘 中 的 Cauchy 定理 


一 个 解析 函数 沿 着 一 条 闭 曲 线 的 积分 并 不 永远 是 等 于 零 的 ， 
实际 上 , 如 果 C 是 以 & 为 圆心 的 圆 , 则 


| dz 一 22r0， 
0 2 一 G 


设 函 数 .Fo 在 域 8 内 解析 ， 曲线 7 限制 在 人 台 内 , 为 了 确保 积分 等 
于 零 , 我 们 必须 对 域 2 附加 特殊 的 条 件 ， 现 在 我 们 还 不 能 列 出 这 
些 条 件 , 由 于 这 一 原因 ,我们 的 讨论 必须 限于 最 特殊 的 情形 。 下面 
我 们 设 人 @ 是 一 开 圆 失 |z 一 zo| 之 p, 记 为 4. 

定理 4 设 /() 存 开 辕 盘 4 内 解析 ， 则 对 于 4 中 每 一 条 阅 曲 
。112。 


| fdz=0. (18) 


这 一 定理 的 证 明 是 在 定理 1 第 二 部 分 证 明 中 所 用 的 论断 的 重 
复 ， 定义 一 个 函数 了 (2) 如 下 ， 


F(z) -| 7 dz, (19) 


这 里 og 是 由 中 心 (zo, Wo) 引 至 (,， Yo) 的 水 平 线段 及 由 (w, yo) 引 囊 
(w, 9g) 的 垂直 线段 组 成 ; 因此 88/6y 一 计 (z)， 另 一 方面 ,根据 定 更 
2, o 可 以 用 一 条 由 一 段 垂直 线 接 以 一 段 水 平 线 所 组 成 的 路 线 来 代 
替 . 这 一 选择 定义 出 同一 函数 太 (z), 因而 得 到 88/8%==f(?)， 故 
知 了 了 (z) 在 4 内 解析 且 具 有 导数 f(z), 而 f(z)dz 则 为 一 正 合 微分 , 

很 明显 ,对 于 任 一 域 , 只 要 它 包含 点 % 及 z 蕴涵 着 包含 以 z 及 
2 为 对 顶点 的 矩形 , 同样 的 证 法 也 适用 。 矩形 、 半 平面 及 椭圆 的 内 
”部 都 具有 这 种 性 质 , 因此 定理 4 对 于 这 些 域 也 成 立 。 不 过 , 应 用 这 

一 方法 还 不 能 达到 完全 的 一 般 性 ， 

在 应 用 中 ， 很 重要 的 一 点 就 是 定理 4 的 结论 在 定理 3 的 较 弱 
条 件 下 也 成 立 ， 我 们 现在 把 它 作 为 另外 一 个 定理 . 

、 定理。 届 /9) 在 吉 全 册 第 厅 , 这 里 人 系 由 开国 入 二 入 有 


++ 


sy 


bm Fe) <0. 
则 公式 (18) 对 于 了 4 内 的 任 一 闭 曲线 7 都 
成 立 。 

这 一 定理 的 证 明 方法 要 稍 加 修改 ， 
因为 我 们 不 能 让 o 通过 例外 的 点 。 先 设 
没有 点 如 位 于 直线 z=so 及 4 一 oo 上 . 
于 是 令 o 由 图 4-4 中 的 三 线段 组 成 就 可 “. 
绕 过 例外 的 点 . 应 用 定理 8 就 知道 (19) ”图 4-4 
中 的 卫 () 的 值 是 不 依赖 于 居中 一 线段 的 选择 的 ， 此 外 ， 最 后 一 线 
段 既 可 以 是 竖 直 的 , 也 可 以 是 水 平 的 ， 象 上 面 一 样 ， 我 们 得 到 结 
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论 : Z2) 是 .六 2) 的 一 个 不 定 积分 , 因而 定理 得 证 ， 
”如 果 在 直线 sz 一 和 和 4% 一 加 上 有 例外 的 点 , 读者 容易 相信 ,只 
要 用 四 条 线段 代 闪 三 条 线段 , 就 可 作出 类 似 的 证 明 ， 


2 Oauehy 积分 公式 . 


”通过 Cauchy 定理 的 一 个 极 简 单 的 应 有 用， 我 们 就 有 可 能 将 解 
入 函数 f(z) 表 示 为 一 个 线 积分 , 其 中 变数 z 作为 一 参数 ， 这 一 表 
示 式 称 为 0auchy 积分 公式 , 有 着 很 多 重要 的 用 途 ， 总 的 说 来 , 它 
可 以 帮助 我 们 详细 地 去 研究 解析 函数 的 各 种 局 部 性 质 。 


2.1 一 点 关于 闭 曲 线 的 指示 数 


在 导出 Qauchy 公式 之 前 , 我们 必须 先 介绍 一 个 概念 , 它 确切 
”地 指出 一 条 闭 曲 线 围绕 不 在 曲线 上 一 个 天 定点 的 次 数 ， 如 曲线 为 
逐 段 可 微 (我 们 这 样 假定 并 不 失去 一 般 性 )， 则 可 以 下 面 的 下 理 作 
为 我 们 进行 定义 的 依据 ， - 

引 理 1 如 果 一 条 逐 段 可 征 的 闭 曲 线 7 并 不 通过 点 必 则 积分 


0 0. 


“这 一 引 再 者 来 很 平凡 因为 我 们 可 以 写成 


dz | 
02& 1 一 
jj. 吉 ,9 og (z— 9) 


-| dloglz-al+i| darg(z 一 9)。 

当 z 描 出 一 条 闲 曲 线 时 ，log|z 一 q| 回 到 它 的 最 初 值 而 arg(z 一 Q) 
则 增 大 或 减 小 2 的 一 个 倍数 ， 这 样 似 可 肯定 上 面 的 引 理 ， 但 再 
仔细 想 一 下 ,就 会 发 觉 这 理由 是 不 充分 的 , 除非 arg(z 一 四 的 值 是 
唯一 地 定义 的 ， 

最 简单 的 证 明 是 计算 的 证 法 ， 设 Y 的 方程 为 *=z(D，ost 
<B, 考察 函数 
“ll4e. 


_ (4) 
ht) -| 二 dt. 


它 在 闭 区 间 [mB] 上 有 定义 而 且 连 续 ， 只 要 ?人 连续 , 则 它 具 有 
导数 


7 C4 ‘(A 
re er 


从 这 一 起 可 知 -ap(z( 四 一 四 的 导数 除了 可 能 在 有 穷 个 点 上 以 外 
都 将 等 于 零 , 而 这 一 函数 是 连续 的 , 所 以 它 必 为 一 常数 。 因 此 有 
oD 0 s(t)—o6 

Za) 一 G 
由 于 z(B) =z(o)， 故 得 ex = 二 因此 CB) 必 是 2mmc 的 一 个 倍数 ， 
这 就 证 明了 引 理 . 
现在 我 们 可 以 把 一 点 < 关于 曲线 7 的 指示 数 用 下 面 的 方程 
定义 , 即 


»(Y, 本 于 . 


用 示意 性 的 术 活 来 说 , 指示 数 又 称 关 册 绪 了 关于 点 4 的 环线 次 数 
显然 , n( 一 y, 0) 一 一 n(y, 由， 
下 而 性 有 定理 4 的 直入 
人 
妈 > 作为 点 人 ,那么 它 是 一 个 阅 集 而 且 有 界 ， 它 的 余 集 是 开 
集 ; 可 用 余 集 的 分 集 , 即 不 相交 的 域 的 并 集 来 表示 ， 简 言 之 , 我 们 
就 说 7 确定 这 些 域 ， 如 果 这 些 域 是 在 扩充 平面 上 , 那么 ,它们 之 中 
将 肯定 只 有 一 个 包含 无 穷 远 点 。 因 此 , y 确定 了 一 个 ,而且 只 有 一 
个 无 界 的 域 ; 
CD 起 nby, 人 是个. 则 在 7 万 太守 各 人 


ae 


oe 


由 y 所 确定 的 同一 域 中 的 任意 而 点 都 可 用 与 ?不 相交 的 折线 
连接 起 来 。 因此 ， 如 果 Y 与 由 4 至 4 的 线段 不 相交 ， 则 我 们 只 要 证 
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明 n(y, @) 一 n(Y，8) 就 够 了 , 在 这 线 毁 之 外 , 函数 (2 一 @)/(z 一 3) 
决 不 取 负 实数 与 零 。 据 此 , log[(z 一 @)/(z 一 6)] 的 主 支 在 线段 的 
余 集 中 是 解析 的 . 它 的 导数 等 于 (z 一 4)-! 一 (2 一 5)-!, 而 如 7 不 与 
这 一 线段 相交 , 则 必 有 


[GS 2 一 0; 


因 些 wy，9) 一 n《(y, 5)。 如 果 1a| 足 够 大 , 使 7 包含 子 一 圆 盘 1z| 
<po<jaj 之 中 , 则 根据 (可知 %?y，9)= 0. 这 就 证 明了 在 无 界 域 
内 %(Y, 4%) 一 0. 

我 们 将 会 看 到 n(y, 9) 一 二 的 情形 显得 特别 重要 ， 因此 需要 为 
这 一 结论 列 出 它 的 几何 条 件 . 为 了 简单 起 见 ,我 们 令 4 一 0. 

引 理 % 设 各 ， 为 不 通过 原点 的 闭 曲 线 Y 上 的 两 点 ， 在 


es 


o 0 + < 


+ 


为 了 证 明 这 一 引 理 ， 从 
原点 引 过 名 及 % 的 半 直 炎 
五 及 Ls( 图 45). 设 LL, La 
与 以 原点 为 心 的 圆 O 分 别 
交 于 点 5&1, 59。 设 0 取 正 方 
向 ， 并 设 由 如 至 和 的 弧 笑 
Ca 不 与 负 实 轴 相交 ,而 由 ba 

儿 《5 至 习 的 绝 段 Cs 不 与 正 实 轴 
相交 .把 所 至 如 人 各 至 a 的 有 疝 线 眉 分 别 记 为 2 及 3， 引进 
. 闭 曲线 ai 一 Xi 十 8 一 C1 一 5，cs 一 ?as 十 3 一 Oo 一 8， 则 彼此 祖 消 后 
可 得 wy，0) 一 人 NO， Oy ne 0) 二 mCas, 0). 但 01 并 不 与 负 实 
” 轴 相 交 ， 因此 原点 应 属于 oa 所 确定 的 无 界 域 ， 于 是 得 nCo1, 0) 
一 0， 同 理 可 得 m(os, 0) 一 0， 从 而 得 到 

nty, 0)=n(O, 0)=1 
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习 题 


这 些 不 是 常规 的 习题 , 是 用 以 说 明 环 绕 次 数 的 拓 拉 用 途 的 。 

1. 把 7 分 成 有 穷 多 个 子 弧 ,使 在 每 一 子 弧 上 存在 arg(s 一 4) 的 一 个 单 值 
分 支 , 以 此 亲 给 出 引 理 1 的 另 一 证 明 。 要 特别 注意 . 为 证 明 这 样 一 个 分 划 的 
存在 性 而 需 用 的 紧 致 性 论据 . . 

2. 对 于 不 过 点 4 的 任何 连续 闭 曲 线 y, 不 论 它 是 否 逐 妥 可 微 , 总 可 能 定 
义 n(Y， 中 .为 此 ,将 7 分 成 子 弧 yb …， Yr, 每 段子 强 都 包含 在 不 含 a 的 一 个 
圆 盘 中 .， 设 0 是 从 Ys 的 起 点 到 终点 的 有 向 线段 ， 并 令 g=01 十 … 十 on. 定 
义 %y，g) 为 wa, 0) 的 值 . : 

为 验证 这 定义 , 证明， 

(a) 结果 不 依赖 于 分 法 ; . 

(b) 如 果 7Y 是 逐 正 可 微 的 , 则 新 的 定义 等 价 于 老 的 定义 ; 

《6) 正文 中 的 性 质 () 和 (i 让 继续 有 效 . 

3. Jordan 曲线 定理 断言 ， 平 面 中 的 每 一 条 Jordan 曲线 恰好 确定 两 个 
区 域 .。 环 绕 次 数 概 念 使 定理 的 一 部 分 的 证 明 加 快 , 就 是 说 : Jordan 曲线 7 的 
补 至 少 有 两 个 分 集 . 如 果 存 在 一 点 4, 使 %Cy, 0) 去 0, 情况 就 是 这 样 . 

可 假定 在 7 上 Reg>0, 并 设 有 点 有 j、 #2€ ,适合 Im zs1<0，Tm sa>0. 
这 些 点 可 以 取得 使 Y 上 没有 其 它 的 点 位 于 0 到 #1 和 0 到 ss 的 线段 设 信 

和 ya 是 由 抽 到 83 的 7》 的 弧 
‘包括 端点 ). 

设 01 是 由 从 0 到 加 的 线 
眉 接 上 Yi 和 从 ws 到 0 的 线段 
组 成 的 陆 曲 线 ,并 设 G2 的 构造 
与 1 相同 ， 但 yi 换 成 yo, 于 
是 ci 一 ca=Yy 或 一 7. . 

” 正 实 轴 和 与 7 都 相交 


(为 什么 ?). 选取 这 样 的 记 喘 ， 图 4-6 Jordan 曲线 定理 部 分 
使 右边 最 远 的 交点 由 是 与 % 相交 的 点 (图 全 6)， 
证 明 : 


(a) 2(cl， xz) 一 0 因此 ,对 于 eeya 有 mol， 人) 一 0; 
(by 对 于 小 的 2>0, no 2)=n(0s, 2) 二 1( 引 理 2); 


7。 


Ce) 正 实 轴 与 的 第 一 个 交点 各 位 于 yr 上 ， 

(Cd) nlos, 7)=1, 因此 ， 对 于 如 全 YL 有 2(KG9， #) 一 了 

Ce》 正 实 轴 有 一 段 , 其 一 端 在 上， 另 一 端 在 ya 上 , 别 无 其 它 的 点 在 
上 .这 两 端点 之 闻 的 点 z 满 足 mY, 2) =1 或 一 1 
2.2 积分 公式 


设 f(z) 在 一 开 回 盘 4 内 解析 ， 考察 4 中 的 一 条 闭 曲线 7 及 
不 在 Y 上 的 一 点 a€4. 把 Cauchy 定理 应 用 于 函数 
万 (人 一 天 的 一 大 he = C0) 


这 一 函数 对 于 z 下 4 是 解析 的 ， 如 果 2 4, 则 没有 定义 , 但 它 满足 
条 件 . 
lim F(2) (2—0) =lim[f (2) 一 六 a)] 一 0， 
这 是 定理 5 的 条 件 。 因 此 
fa=7a wo 
y 多 一 三 “ 


这 一 方程 可 写成 下 面 的 形式 
| Dm -f(a )| 过 


但 过 抽 各 分 要 所 定义 应 等 于 2mrim(?， 由 因此 证 明 了 下 面 的 
.定理 : 


人 


9 1 ds, (20) 


%— 人 4 
这 里 ny, 四 ) 是 点 & 关于 - 7 的 指示 数 . 

在 上 面 的 叙述 中 ,我 们 不 要 求 a 是 4 中 的 一 点 , 这 主要 是 为 了 
便于 对 a 不 属于 4 的 情形 解释 公式 (20)， 事 实 上 ， 当 a€ 4 时， 
n(Y, 9) 及 右边 的 积分 都 等 于 零 , 因此 , .不论 1(a) 取 怎样 的 值 , 公 
式 (20) 都 正确 , ， 

很 明显 ,对 于 任 一 可 以 应 用 定理 5 的 域 9, 定理 6 均 成 立 . 也 
可 允许 有 应 予 除去 的 点 4, 只 要 它们 都 不 与 a 相 重 ， 
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这 一 定理 最 普通 的 应 用 是 用 于 mKY, 0) =1 的 情形 , 这 时 我 们 
有 


fl0) -wr Hs, (21) 


y Z—0 
这 一 式 常 称 为 表示 公式 .事实 上 , 只 要/() 在 7 上 的 值 为 已 知 , 且 
如 已 知 ./) 在 4 内 解析 , 则 f(g) 的 值 就 可 以 算出 。 在 (21) 式 中 ， 
只 要 4 关于 7 的 指示 数 始终 保持 等 于 工 那么 ,我 们 也 可 以 令 o 取 
不 同 的 各 种 值 . 这 样 ,我 们 就 可 以 把 w 当 作 是 一 个 变数 , 为 了 方便 
起 见 ,可 将 记 法 稍 加 改变 而 把 (21) 式 写成 
/0 -| 全 人 (22) 

这 一 公式 通常 称 为 Cauchy 积分 公式 。 应 当 记 住 , 这 一 公式 
仅 当 n(Y, 区 一 工时 正确 , 而 且 我 们 只 对 f(z) 在 罗盘 内 为 解析 时 作 
了 证 明 ， 


习 题 - 
1. 计算 , | | 上 
2. 将 被 积 函 数 分 解 为 部 分 分 式 ,计算 ， 
| dg 
， lzsl=2 I* 
、 |as| 
3., 计算 : : | [=al’? 
条 件 是 ial 直 p， 
I 应 用 方程 号 = 依 及 
lasl=- 访 这 | 
2.3 高 阶 导 数 


表示 式 (22) 给 我 们 提供 了 一 个 研究 解析 函数 局 部 性 质 的 理想 
工具 .特别 是 ,我 们 从 此 可 以 证 明 一 个 解析 函数 其 有 各 阶 导数 ,而 
各 阶 导 西数 也 必 都 是 解析 的 . 

现在 来 考察 在 一 和 用 人 内 解析 的 函 数 f(z)，: 对 于 一 点 
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ac 人 我 们 确定 一 个 包含 于 人 中 的 8 邻 域 4, 并 在 4 内 确定 一 
个 以 < 为 中 心 的 加 CO 对 4 内 的 f(z) 可 以 应 用 定理 6. 由 于 
n(O, 0) 一 1， 故 知 对 于 C 内 部 的 所 有 点 2， 都 有 以 C, z) =14。 对 
于 这 些 %, 根据 (22) 式 有 
/0 二 | 
只 要 这 一 积分 可 以 在 积分 号 下 进行 微分 , 则 


1 ( FC)ae 
7 起] ER . (23) 


wer Wi FO 
f(z) = er), CT (24) 


如 果 这 些微 分 公式 能 够 得 到 证 明 ， 那 就 证 明了 C 内 部 各 点 上 各 阶 
导数 的 存在. 由 于 中 的 每 一 点 都 位 于 某 一 圆 C 的 内 部 , 故 在 整 
个 域 2 中 各 阶 导 数 的 存在 得 证 。 同时 我 们 也 将 得 出 一 个 便于 求 
导数 的 表示 公式 ， 

这 里 的 证 明 或 者 可 参照 实数 情形 中 的 相应 定理 来 进行 ， 或 者 
证 明 一 个 关于 线 积分 的 一 般 定 理 ， 这 一 线 积 分 的 被 积 函 数 在 分 析 
意义 上 依赖 于 一 个 参数 .实际 上 , 就 目前 需要 来 说 , 我 们 只 要 证 明 
下 面 一 个 引 理 就 够 了 : 

引 理 8 设 9() 是 弧 > 上 的 一 个 连续 函数 。 则 函数 


站 


Fl) -| OE 


(Cg) 
在 7 所 确定 的 任 一 域内 都 解析 且 基 时 为 
F(a) ~), 

先 证 F(z) 是 连续 的 ， 设 a 为 不 在 y 上 的 一 点 ， 选 取 邻 域 
“14 一 wm| <8, 使 之 不 与 7 相交。 将 限制 于 较 小 的 邻 域 je 一 | < 
5/2 之 中 , 则 对 所 有 的 CEY, 就 得 |L 一 z| >8/2， 从 
Pi Plt) = (em)| Tp 
[Pal — Fe) | < ew lo li 
这 一 不 等 式 证 明了 Fs(z) 在 zo 是 连续 的 ， 


*130， > 


立即 可 得 


将 引 理 的 这 一 部 分 应 用 于 函数 p(C/ 全 一)， 则 知 当 ?天 
时 , 差 商 


Fi(%) ~— Fi(z0) _ -| pO 
2—%o y (CC~2) CC— 20) 


将 趋 于 极限 F(z). 这 就 证 明了 Fi(z) = 了 a(%). 
一 般 的 情形 可 用 归纳 法 来 证 明 . 假设 已 经 证 明 
Pn-i(2) = (WW—1) Fs), 
从 恒等式 


Fal%) — Pal20) -由 (CE 二 二 如 -| 人 a 


ed 
下 人) | 
可 知 Znkz) 是 连续 的 事实 上 ,根据 归纳 假设 应 用 于 
2 延 一 ‰)， 上 式 右边 第 一 项 当 ~>s 时 将 趋 于 零 ， 而 在 第 二 项 
中 ，% 一 zo 的 因子 在 % 的 一 个 邻 域 中 有 界 ， 现 在 如 以 “一 2 除 重 等 
式 两 边 ， 并 信 x->zo， 则 第 一 项 中 的 商 将 趋 于 一 导数 ， 根 据 归 纳 假 
设 , 它 应 等 于 (nm 一 1) 了 Vii(z0o)。 第 二 项 中 余下 的 因子 是 连续 的 , 根 
据 上 面 已 经 证 明 过 的 关系 可 知 它 应 具有 极限 Fsz1(20o)， 这 就 证 明 
了 (wo) 的 存在 , 且 等 于 nFnt1(z0). 
很 明显 ， 引 理 8 就 正 是 用 严格 方法 导出 公式 (23) 及 (24) 的 依 
据 ， 这 样 , 我 们 就 证 明了 任 一 解析 函数 具有 各 阶 导 数 , 它们 都 是 解 . 
”新 的 , 且 可 用 公式 (24) 来 表示 ， 
在 这 一 结果 的 许多 推论 中 ， 我 们 可 以 指出 两 个 古典 定理 ， 第 
一 个 就 是 所 谓 Morera 定理 , 可 叙述 如 下 : 
设 f(%) 在 域 9 内 定义 且 连 续 ， 如 果 对 于 8 中 的 所 有 闭 曲 线 


se 


y， 有 | fz 一 0, 则 f(s) 丰 口内 篇 术 . 
正 象 我 们 在 .8 节 中 所 已 经 说 明 的 ， 从 假设 条 件 可 以 推 知 


fz) 是 一 个 解析 函数 FCz) 的 导数 。 因 此 知 fz) 本身 是 解析 的 ， 
第 二 个 古典 定理 称 为 Liouville 定理 


和 
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为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 应 用 一 个 从 (24) 式 导出 的 简单 估计 
式 ， 设 C 的 半径 为 r， 并 设 在 C 上 有 |J(C)1<M。、 应 用 (24) 式 ， 
取 :z 一 和 则 得 
"(0 snlr. (25) 
对 于 Liouville 定理 ,我 们 只 须 研究 w=1 的 情形 .定理 的 假设 条 件 
意味 着 在 所 有 的 加 上 都 有 |f()| < 用， 因此 可 令 7-> so， 于 是 对 
于 所 有 的 m 从 (25) 得 户 (a) 一 0， 由 此 可 知 函 数 是 一 常数 ， 

Tiouville 定理 引出 了 代数 基本 定理 的 证 明 ， 设 已 (2) 为 次 数 
>0 的 多 项 式 。 如 P(z) 恒 不 等 于 零 , 则 1/P(z) 将 是 整个 平面 中 的 
解析 函数 ， 当 2-> co 时 , P(z) 一 oo, 因此 1/P(z)->0， 这 就 表示 
函数 是 有 界 的 (绝对 值 在 Riemann 球面 上 连续 ， 因 此 具有 一 有 限 
的 极 大 值 ), 根据 Lionville 定理 , 1/P(z) 应 为 常数 ，' 但 情形 并 本 
如 此 , 因此 方程 P(z) 0 必 有 一 个 根 . 

不 等 式 (25) 称 为 Cauchy 估 值 ， 重 要 的 是 , 它 表 上 明 一 个 解析 
函数 的 逐次 导数 不 能 是 任意 的 ; 必 有 有 一 个 好 及 一 个 7 存在 ， 僻 
《25) 成 立 ， 为 了 很 好 地 应 用 这 一 不 等 式 , 适当 地 选择 了 就 很 重要 ， 
其 目的 就 是 使 函数 MCr)r-" 尽 最 的 小 ,此 处 Mr) 是 | 在 民 一 9 
一 上 的 极 大 值 . 


习 题 


1. 计算 
eras {moa | le-altlarlClaltp). 

2. 求证 ， 在 整个 平面 中 解析 的 函数 如 果 对 于 菜 些 # 及 所 有 充分 大 的 
1s1, 能 满足 不 等 式 |fCz)| < |s1", 则 必 为 一 多 项 式 。 

3. 设 js) 是 解析 函数 ,对 于 |#|<R,- 有 |f(2) | 志和, 试 求 | oa) 在 
ls| 志 p<B 中 的 上 界 . 
4.* 设 f(s) 当 |s|<1 时 解析 , 且 [f2)1<1/(1 一 6 试 南 Canehy 不 等 
| Im)1 的 最 优 估 值 . 

5， 求 证 一 个 解析 函数 在 一 点 上 的 逐次 导数 决 不 能 满足 不 等 式 172)| 

>Jlmn。 试 作出 一 个 同类 的 较 明确 的 定理 。 
» 122。 


6， 引 理 3 的 一 个 更 为 一 般 的 形式 如 下 : 设 函 数 p(s, 门 在 # 位 于 区 域 0 
中 而 ost<B 时 ,作为 两 个 变量 的 函数 是 连续 的 。 再 设 ps, 作对 任何 固定 的 
t， 作为 a€ 9 的 函数 是 解析 的 , 那么 


F(#) = -we dt 
关于 s 是 解析 的 , 且 z 
(2) = | ED Dg; C0) 
要 证 明 上 式 , 可 将 p(s, 介 表 成 Ce 积分 
p(s, D =| 2 站 ds。 


E (2) = | (过 = plé, tdi) 5 2 
并 用 引 理 3 证 明 (26)， 


经 过 计算 ,得 到 


3 解析 函数 的 局 部 性 质 


上 而 我 们 已 经 证 明 ; 解析 函数 具有 各 阶 导数 ， 在 本 节 中 ; 我 们 
将 详细 研究 其 局 部 性 质 ， 包括 解析 醒 数 的 各 种 源 亲 亲 训 的 分 类 


3.1 可 去 奇 点 ， Taylor 定理 


在 定理 8 中， 我 们 提出 了 一 个 较 弱 的 条 件 ， 用 以 代 规 有 穷 个 点 
上 的 解 桩 性 , 而 不 影响 最 后 的 结果 .在 定理 5 中 ， 我 们 又 证 明 , 在 
这 些 较 弱 的 条 件 下 ， 圆 盘 中 的 Cauchy 定理 仍 保 持 正 确 ， 这 就 是 
我 们 导出 Cauchy 积分 公式 的 主要 根据 ， 因为 我 们 应 用 Qauohy 定 
理 于 函数 (f(s) = (9))/(z-q). 
最后, 我 们 曾 指 出 ， 如 果 有 有 穷 个 例外 点 存在 ,都 满足 定理 3 
的 基本 条 件 , 则 只 要 这 样 的 点 没有 一 个 与 5 重合 yxOauchy 积分 公 
式 仍然 有 效 , 这 一 说 明 较 之 它 玫 现在 表面 上 的 更 为 重要 . 事实 上 ， 
Cauohy 公式 使 我 们 能 用 依赖 于 * 的 一 个 积分 来 玫 示 je) 在 例 
外 点 亦 如 在 其 他 地 方 一 样 都 有 此 特性 . 因此 ,例外 点 只 是 些 缺乏 了 
解 的 点 , 而 不 是 本 质 上 有 何不 同 的 点 ， 具 有 这 一 特性 的 点 称 为 可 


* la3¢ 


去 奇 点 .2 现在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 7 设 2 是 一 个 出 区域 如 弃 去 一 总。 机 成交 光志 并 设 


we 
se 
so 0 0 0 © 0 + so 0 9 


3 


这 一 定理 的 必要 性 和 唯一 性 都 是 很 明显 的 ， .因为 延 拓 的 函数 
必须 在 w 上 连续 ,为 了 证 明 条 件 的 充分 性 , 可 以 c 为 心 作 一 圆 上 0， 
使 CO 及 其 内 部 都 包含 在 内， 这 时 Oauchy 公式 是 适用 的 , 对 于 
0 内 部 的 所 有 2 埃 4, 可 有 

170- 二 | 2 
但 右边 的 积分 表示 一 个 在 O 内 处 解 的 4 2 的 函数 。 因此 ,一 
个 函数 ,当天 4 时 它 等 于 f(z) 而 当 z 一 4 时, 它 的 值 为 
pec C27) 
这 一 函数 必 在 2 内 解析 。 我 们 自然 可 以 1() 雪 示 延 折 的 函数 ,而 
以 5 表示 值 (27). 
我 们 将 这 一 结果 应 用 于 证 明 0auchy 公式 时 所 用 的 函数 


F(s) -L019. 


这 一 函数 在 “一 4 时 没有 定义 ， 但 它 满足 条 件 ime 一 4) F(z) 一 0. 


当 z->6 时 , 帮 (z) 的 极限 是 六 (4)， 因 此 ,存在 一 个 解析 西数 , 它 在 
2 时 等 于 了 (sg), 而 在 sz 一 4 时 等 于 了 (8)， 以 及 (2) 表示 这 一 函 
数 ， 重复 这 一 过 程 ， 可 得 一 解析 函数 fsa(z), 当 #a 时 ， 它 等 于 
(fi(2) 一 及 (@))/(2 一 9)， 而 当 z 一 6 时 它 等 于 及 (g)， 如 此 等 等 。 
用 以 定义 fa(%) 的 递 推 关系 可 写成 如 下 形式 : 

f(s) =f(0) + (2—0)fi(?), 

六 一 户 (a) 二 4 一 0) Ja(s)， 
Ji 一 Po 二 oa， 
:124。 


这 些 方程 对 xz=w 也 正确 , 从 这 些 方程 可 得 
fF) =f 0 + (20 fi(0) + (2—a) fa 0) + 
+ (2—0)" fi(0) + (2—0)"falz). 
铀 分 mn 次 ,并 令 z 一 4， 得 . 
产 ，(9) 一 ma) 
这 确定 出 系数 了 ,C4), 因此 得 如 下 形式 的 了 aylor 定理 . 
定理 8 设 让 (在 包含 “的 区 域 Q 内 解析 , 则 有 


FOO OT (ea) t+ 


co“ 


此 处 疡 (人 在 9 内 是 解析 的 ， 
这 一 有 限 的 展开 式 必 须 和 后 面 即 将 讨论 的 无 穷 Taylor 级 数 
很 好 区 别 。 不 过 ， 对 于 研究 jz) 的 局 部 狂 质 来 说 ,最 有 用 的 还 是 
有 了 眼 展 开 式 (28)， 它 之 所 以 有 用 , 在 于 (区 有 一 个 吉成 线 积分 的 
简单 的 显 式 表示 . 人 
应 用 上 面 的 同一 个 圆 0, 首先 我 们 有 和 中 
fa(2) ~ | OE. 
而 后 用 从 C28) 区 得 的 表达 式 代 6) 包含 1(%) 的 具有 一 项 
其 余 的 项 , 除了 常数 因子 外 ,都 有 如 下 的 形式 : 


DO | ea > 可 
但 对 于 吕 所有 恒 等 地 有 


P(g)———— (es- 过 7 ) d=0. 
根据 引 再 8， 有 (9) PN) /o1， 内 此 ,对 了 也 有 的 v1 有 
Fu(a) -0， 故 (的 雪 达 式 化 为 
DO (29) 
这 一 表示 式 在 C 内 部 是 正确 的 ， 
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3.2 零点 和 极点 
如 果 PC@) 及 所 有 的 导数 Po(d 玫 等 于 零 , 则 根据 (28)， 对 于 


任 一 个 由 
f(2) 一 Ge)( 一 0 (30) 

记 (z) 的 估 值 可 用 (29) 式 求 得 ， 具 有 周 界 0 的 圆 条 应 包含 于 域 0 
中 , 在 这 个 域 2 内 ， 函 数 .Ke) 有 定义 且 解析 ， 绝对 值 |F(e)| 在 C 
上 具有 一 个 极 大 用 如 令 C 的 半径 为 及 则 对 于 1: 一 a| <,， 有 

| Ps) | < [2— oj)， 
因此 ,根据 (30) 式 ， 

HOTIS( 
但 竹 wsoo 时 ,(|s~@|/B)"->0, 因为 |s 一 a|<R， 因 此 , 在 0 的 
肉 部 ,For=0， 

现在 我 们 来 证 明 在 整个 口内 fs) 恒 等 于 堆 ， 设 用 为 一 集 ， 
在 其 上 f(z) 及 其 所 有 导数 都 等 于 零 ,并 设 ,为 另 一 集 , 在 其 上 函 
数 或 其 导数 之 一 异 于 零 。 则 祖 据 上 面 的 理由 可 知 孙 是 开 集 ， 而 
由 于 函数 及 其 所 有 导数 都 是 连续 的 , 故 知 Bs 也 是 开 集 ， 因 此 ,可 
或 轧 , 必 有 一 为 空 集 。 如 果 加 为 空 集 , 则 函数 应 恒 等 于 零 ， 如 果 
古 , 是 空 集 , 则 f(z) 及 其 所 有 导数 不 能 同时 等 于 零 ， 

设 f(2) 不 恒 等 于 零 ， 那 么 ,如果 f(4) ~0, 则 存在 第 一 个 不 等 
于 零 的 导数 J(@)， 此 时 ,我 们 称 为 一 阶 零点 ,根据 上 面 的 证 
明 ,可知 无 穷 阶 零点 是 不 存在 的 ， 在 这 一 方面 ,解析 函数 与 多 项 式 
具有 同样 的 局 部 性 质 , 正 象 在 多 项 式 的 情形 一 样 ,我 们 可 写 f(z) 
一 (2 一 0)?,《%)， 此 处 志 (2) 是 解析 的 , 且 亡 (o) 大 0. 

在 同样 情形 中 , 由 于 f(z) 是 连续 的 , 故 知 在 & 的 一 个 邻 域 中 ， 
f(s) 入 0, 而 s 一 4 就 是 7j(9) 在 这 一 邻 域 中 的 唯一 零点 , 换 句 话说 ， 
凡是 一 个 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 的 诸 零点 都 是 孤立 的 .这 一 性 质 
也 可 叙述 为 下 面 的 唯一 性 定理 : 设 f(s) 及 g() 是 日内 的 两 个 解析 - 
1136， 


通 数 ， 熙 梁 有 一 个 点 集 ， 它 有 一 聚 点 在 台中 ， 在 这 个 全 上 (Ca 二， 
go)， 则 je) 恒 等 于 gl(z)。 这 一 定理 可 用 差 jz) 一 9(z) 来 证 明 ， 

这 一 定理 的 特例 中 值得 一 提 者 是 ; 如 果 了 f(z) 在 8 的 一 个 子 域 
中 恒 等 于 零 , 则 它 在 9 内 恒 等 于 零 ,同样 , 如 果 了 (2) 在 一 段 不 退化 
为 一 点 的 弧 上 恒 等 于 零 , 则 在 整个 域内 昼 等 于 零 ， 也 可 以 这 样 说 : 
一 个 解析 函数 可 用 它 在 竹 一 集 上 的 值 唯一 地 确定 ， 愉 要 这 一 集 有 
一 聚 点 包含 在 解析 域 中 。 不 过 ， 这 并 不 意味 着 我 们 已 经 知道 了 计 
算 函 数值 的 任何 方法 . 

现在 我 们 来 考察 一 个 在 。 的 名 需 中 解析 的 本 数 太 这 一 函数 
可 能 在 4 本 身上 并 不 解析 , 也 就 是 说 ;Je) 将 在 区 域 0< 1 一 dj <8 
内 解析 ， 点 6 称 为 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 上 面 我 们 已 经 讨论 过 可 去 
奇 点 的 情形 , 据 此 ， 我 们 可 以 定义 F(q) 使 得 F(z) 在 圆 熏 | :一 q| < 
内 成 为 一 个 解析 函数 , 因此 这 里 就 不 须 作 进一步 的 研究 @ ， 

如 果 lim f(s) 一 eo, 则 点 4 称 为 了 (2) 的 极点 ,而 令 .Fa) 一 


存在 一 个 8'<8, 使 得 当 0<|z 一 a| <5' 时 , f(z) 关 0， 在 这 一 区 域 

中 ,函数 9(2) 一 1/f(z) 有 定义 且 解 析 ， 但 gC) 在 4 处 的 奇 点 是 可 
去 的 ,而 且 g(z) 具 有 一 个 解析 延 拓 ,以 g(a) 一 0。 由 于 g(z) 并 不 便 
等 于 零 ，a 处 的 零点 具有 有 穷 的 阶 数 ， 可 命 9(z) 一 (2 一 4) ‘gn le), 
gn(Q) 关 0。 数 轧 称 为 极点 的 阶 数 , f(z) 的 表示 式 为 ” 


" f() = (~0) ile), 

其 中 户 () =1/gn(z) 在 4 的 一 个 邻 域 中 解析 且 不 等 于 零 ， 这 样 ， 

就 可 以 看 出 一 个 极点 的 本 质 恰 与 有 理 函 数 情形 中 的 一 样 ， 
一 个 在 域 2 内 除了 极点 以 外 到 处 解析 的 函数 js) 称 为 8 内 
的 半 纯 函数 .更 精确 地 说 ,对 于 每 一 个 4€0; 在 9 内 必 存 在 一 个 
邻 域 | 一 a| <8, 使 得 本 数 了 (2) 或 者 在 整个 邻 域 中 解析 ,或 者 在 区 
域 0< 1* 一 cj 天 8 中 解析 , 而 孤立 奇 点 是 一 个 极点 ， 一 个 半 纯 函数 
的 极点 ， 根 据 定义 是 孤立 的 。 在 8 内 解析 的 两 函数 之 商 


如 4 为 一 可 去 疝 点 , 则 f(z) 常 称 为 在 a 处 正则 ;这 一 词 有 时 作 遂 析 的 同 义 


、 滞 ,，. 
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f(z)/g9(z)， 只 要 9(2) 不 恒 等 于 零 , 则 是 8 内 的 半 纯 函数 .， 它 可 能 
有 的 极点 都 是 9(o) 的 零点 , 但 f Cz) 及 g《2) 的 公 央 零点 也 可 以 是 
个 可 去 奇 点 ， 车 有 这 一 情形 存在 , 则 商 的 值 必须 用 连续 性 确定 . 
更 一 般 地 说 , 两 个 半 纯 函数 的 和 、 积 及 商都 是 半 纯 的 。 除非 把 常数 
co 也 当 作 是 一 个 半 纯 函数 , 否则 分 母 恒 等 于 零 的 情形 应 除外 . 

为 了 更 详细 地 讨论 孤立 奇 点 ,我们 来 考察 两 种 情形 : 
Dlimlz—al"|f(z)| 一 0 (2)lmilz 一 go 一 ,此 处 < 是 一 


实数 ,如果 对 于 某 一 个 w 条 件 (H 成 立 , 则 对 所 有 更 大 的 ww， 因而 
对 某 一 整数 %，( 了 ) 也 成 立 。 因 此 ，(z 一 0)"F(z) 具有 一 可 去 奇 点 ， 

而 当 s==a 时 它 等 于 零 ， 这 里 又 有 两 种 情形 ， 或 者 是 f(z) 恒 等 于 
和 零 , 此 时 (1) 对 所 有 的 a 都 成 立 , 或 者 是 (2 一 a)"F(z*) 具 有 一 有 限 阶 
数 的 零点 。 在 后 一 情形 下 ， 可 知 (DD) 对 所 有 >>h=m 一 6 成立， 
而 (2) 对 所 有 aa<h 成 立 。 现在 设 (2) 对 某 一 a 成立; 则 对 所 有 更 小 
的 a, 因而 对 某 一 整数 %, 条 件 () 成 立 。 画 数 (2 一 0)"f(z) 具有 一 . 
有 限 阶 数 了 的 极点 ， 如 令 天 一 ?2 十 2 则 仍然 有 (对 所 有 a> 成立 
而 (2) 对 所 有 < 和 成立. 这 一 讨论 说 明 有 三 种 可 能 情形 ，( 让 ) 条 件 
(四 对 所 有 的 oa 成立 ,而 fle) 恒 等于 零 ，( 记 存在 一 整数 加 使 条 件 
(1) 对 所 有 o>h 成立 ,而 条 件 (名 对 所 有 wx< 克 成 立 iiii) 无 论 条 件 
(了 D 或 (2), 对 任 一 a 都 不 成 立 ， 

第 人 种 情形 是 没有 意义 的 。 在 第 (让 i) 种 情形 中 ， 我 们 可 把 
称 为 f(z) 在 a 处 的 代数 阶 数 ， 如 & 为 一 极点 , 则 如 是 正 的 ;如 a 为 
一 零点 , 则 是 负 的 ， 如 (2) 在 & 处 解析 但 关 0, 则 =0， 值 得 注 
意 的 是 阶 数 永远 是 一 整数 ; 没有 一 个 单 值 解析 函数 能 象 |z 一 4| 的 
非 整数 次 乘 宕 那样 趋向 于 0 或 cc. 

在 大 阶 极点 的 情形 , 对 解析 函数 (2 一 c) Fe) 应 用 定理 8, 得 如 
下 展开 式 

(一 G) (2) = Bt+Br1(2—a) +t: 
+ Bz) T+ p20), 


其 中 函数 pCz) 在 z=a 处 解析 ， 如 z 关 4， 则 可 用 (一)* 遍 除 上 
sl28。 


式 , 得 
下 (人 一 本 (2 一 人 下 十 再 102 一 四 -二 
十 Bi 一 的 -十 0 

上 面 的 展开 式 中 , 在 p(z) 前 面 的 部 分 称 为 f(z) 在 z 一 a 处 的 奇 部 . 
由 此 可 知 ,一 个 极点 不 仅 有 阶 数 , 而 且 还 有 定义 妥 巾 的 奇 部 . 具有 
相同 奇 部 的 两 个 函数 之 差 在 & 处 是 解析 函数 

在 (ii 的 情形 ， 点 称 为 本 性 孤立 奇 点 。 在 一 个 本 性 奇 点 的 
邻 域 中 , (2) 一 方面 是 无 界 的 , 但 同时 又 是 任意 地 逼近 于 零 的 ， 下 
面 我 们 来 证 明 Weierstrass 的 一 个 经 典 定理 ， 借 以 说 明 函 数 在 本 
性 奇 点 邻 域 中 复杂 性 态 的 特征 . 

. 定理 9 一 个 解析 函数 在 本 性 奇 点 的 每 一 邻 域 中 都 将 任意 地 


ee 


”和 如果 这 一 刀 言 不 正确 , 那 末 一 定 可 以 找到 一 个 复数 4 及 一 个 

8>0, 在 4 的 一 个 邻 域 (a 除外 ) 中 满足 条 件 |f(z) -4j >8， 于 

是 对 于 任 一 a<0, 有 limlz-ol*|f(z) 一 4| 一 oo. 这 样 , a 就 不 能 

是 f(z) 一 4 的 本 性 奇 点 。， 因 此, 必 存在 一 个 B, 使 
lim|s—al?|f(%) —A| =0, 

而 且 可 以 选取 是 一 正 数 ， 在 这 一 情形 , 由 于 

lim|z—als|4| =0, 


lin|z—al’|f (2)1 一 0， 


而 & 就 不 能 是 js) 的 本 性 奇 点 。 这 与 假设 矛盾 , 因此 定理 得 证 ， 

孤立 奇 点 的 概念 也 适用 于 在 ce 的 邻 域 lz| > 已 中 解析 的 函 
数 。 出 于 fco) 是 没有 定义 的 , 我 们 把 se 看 作 是 一 孤立 奇 点 ， 根 
据 约定 , 如 同 gz) = 了 《1/2) 在 sz=0 上 的 奇 性 一 样 ， 它 具有 可 去 奇 
点 、 极点 或 本 性 奇 点 的 同样 特性 。 如 奇 点 是 非 本 性 的 ， 则 Fo) 具 
有 一 代数 阶 h 使 lim x (2) 既 不 等 于 零 ,也 不 等 于 co, 因此 对 于 
一 极点 , 奇 部 应 是 : 的 多 项 式 .如 oo 为 一 本 性 奇 点 , 则 在 ce 的 每 
”一 邻 域 中 , 函数 具有 定理 9 所 说 的 性 质 。 


故 知 
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， 工 ， 壤 函数 fj 的 及 9(6 在 2=a 处 只 有 代数 阶 户 及 为 求证 f9 的 防 为 
十 请 f/9 的 阶 为 一 襄 十 9 的 阶 不 大 于 mmaxlh, A). 
2. 求证 在 整个 平面 上 解析 而 在 = 处 具有 一 非 本 性 奇 点 的 函数 是 一 多 
项 式 . 
838. 求证 函数 所 sins 及 eoss 在 oo 处 具有 本 性 奇 点 ， 
4. 4 还 在 扩充 平面 上 的 任 一 半 鳄 本 上 是 有 更 卫 . 1 
证 明 (8) 的 一 个 孤立 奇 点 是 可 去 的 ,只 要 Bef(s) 或 Im js) 上 有 界 
wr [提示 : 应 用 一 个 分 式 线性 变换 。] 
.- 证 明 8) 的 一 个 孤立 奇 点 不 能 是 expf(z) 的 一 个 极点 ，[ 提 示 ; 了 和 
ee 么 ?)， 然 后 再 应 用 定理 9.] 


3.8 局 部 映照 


我 们 从 证 明 一 个 可 用 以 确定 解析 国 数 零点 个 烧 的 一 般 公式 开 
始 ， 我 们 所 要 考虑 的 函数 je) 在 开 圆 盘 4 内 解析 且 不 恒 等 于 零 ， 
令 y 为 4 内 的 一 条 闭 曲 线 ,在 Y 上 f(z) 关 0. 为 了 简单 起 见 , 先 设 
f() 在 4 内 只 有 有 穷 个 零点 ， 记 为 如， zs，…, 各， 这 里 ,每 个 零点 
有 几 阶 就 重复 算 儿 次 ， 

反复 应 用 定理 8, 或 其 推论 (80) 式 ,就 有 了 (2) = (z 一 妇 ) (2 一 各) 

一 gq)9C2)， 这 里 g(z) 在 4 内 解析 且 天 0。 对 于 z 关 2 特别 是 
对 于 ?上 的 2 作对 数 针 数 , 得 到 
FO 0 


8) 2 一 和 2 一 知 多 一 2 tg 
由 于 在 4 内 9(2) 关 0,， 故 由 Cauchy 定理 得 到 
AC 
j.38 9(2) d=0. : 


再 根据 nCy, 如) 的 定义 ,有 | 
nCY, 21) 二 nCYy, 29) 十 … 十 nCY， 2n) 


fF) | 
-wr), 31) 
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落 Fo) 在 4 内 具有 无 穷 多 个 零点 ,上 式 仍 正确 ， 事实 上 , 7 显 
然 包 在 一 个 小 于 4 的 同心 圆 盘 4 之 中 ,除非 F(o) 恒 等 于 零 ( 这 一 
情形 显然 应 予 吻 除 )， 和 否则 它 在 少 中 只 能 有 有 穷 个 零点 ， 这 是 
Bolzano- Weierstrass 定理 的 一 个 明显 的 推论 ， 因 为 如 果 有 无 穷 多 
个 零点 , 则 它们 必 有 一 个 聚 点 在 4 的 闭 包 内 , 但 这 是 不 可 能 的 , 现 
在 对 圆 盘 4 应 用 公式 (81)， 在 4 之 外 的 零点 满足 条 件 nCY, 2) 
一 0, 因此 对 (31) 中 的 和 不 起 影响 ， 这 样 就 证 明了 下 面 的 定理 : 

定理 10 溉 轨 了 在 办 4 内 外 本 不 要 和 区 


+ 
0+ 


C82) 
这 里 的 和 只 有 有 穷 的 项 不 为 0. 
西数 一 79) 将 7 喘 成 平面 中 的 亲自 线 工 ,于 得 
人 -| FO. 加 
row 方 Fo 
因此 , 公式 (82) 具 有 如 下 的 解 赤 : 国人 
nT 0= 习 mw 2%). (83) 
这 一 定理 最 简单 而 最 有 用 的 应 用 是 用 于 已 知 每 一 个 nCy，%) 
应 等 于 0 或 荆 的 情形 。 这 时 ，(32) 式 给 出 了 计算 y 内 部 零点 总 数 
的 公式 ， 当 7 是 一 个 圆 的 时 候 显然 就 是 这 种 情形 . 
设 & 为 一 任意 复数 ， 对 f(z) 一 & 应 用 定理 10，f(z) 一 ce 的 零 
点 就 是 方程 f(z) =a 的 根 , 记 为 (0)， 代 赫 公 式 (32), 得 到 公式 


F040) -| 


fle) 一 0 
同时 , (83) 式 变 为 . 
名 (了 ， 中) 一 闻 %(y，2(c))。 
这 里 必须 设 7 在 7 上头 c。 


如 果 & 及 2 位 于 二 所 确定 的 同一 个 区 域 中 , 则 
| (7, m=n(T, 0), 


e181» 


因此 又 有 字 nCy, (0) 一 罗 nCy, (5)). 


如 7 为 一 圆 : 则 在 内部，f(%) 取 值 4 及 取 值 3 的 次 数 相等 。 下 
面 关于 局 部 对 应 的 定理 就 是 这 一 结果 的 直接 推论 . 

定理 11 设 f(%) 在 各 处 解析 ， so) = wo, 并 设 f(%) — wo 在 
加 处 具有 一 % 阶 零点 .车 s>0 是 可 小 则 必 存 在 一 个 对 应 的 5>0, 


我 们 可 以 选择 s, 使 f(s) 在 圆 盘 4z 一 a|<s 内 有 定义 而 解析 ， 
且 使 如 是 jz) 一 wm 在 这 一 圆 盘 中 唯一 的 一 个 零点 。 设 ?> 为 贺 
jz 一 如 | 一 s， 并 设 7 在 映照 ww=.P(C) 下 的 象 为 了 。 由 于 wo 属于 闭 
集 工 的 余 集 ， 故 必 存 在 一 个 不 与 工 相交 的 邻 域 |w 一 wo|<5 (图 
4-7)。 由 此 直接 可 知 , 在 ?内 部 取 这 一 邻 域 中 的 任 一 值 < 的 次 数 
全 相等 。 但 方程 f(z)= 一 we 在 7 内 部 恰 有 % 个 相 重 的 根 , 故 知 每 一 
值 < 在 y 内 部 将 取 %% 次 . 应 当 理解 , 重 根 是 根据 其 相 重 数 计数 的 ， 
但 如 s 取得 充分 小 , 使 得 产 () 在 0 过 jz 一 %| <s 上 也 不 等 于 零 , 于 
是 我 们 可 以 断言 , 当 :ec 关 wo 时 ,方程 f(z) =a 的 所 有 根 都 是 单 根 . 


饼 4-7 局 部 对 应 
系 1 一 个 非常 数 的 解析 函数 将 开 集 映 成 开 集 . 


这 就 是 说 每 一 充分 小 的 加 盘 | ?| <* 的 象 包 合 一 一 邻 域 
|w—wol<é. 

在 wm 二 i 的 情形 ， 圆 盘 |w 一 wo| <3 与 12 一 ww| 之 e 的 一 个 开 子 
集 4 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 ， 因 为 z 平面 上 的 开 集 对 应 于 名 平 
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面 上 的 开 集 ， 改 7) 的 反 函 数 是 淮 的， 映照 是 拓扑 的 ， 这 个 映 
照 可 以 限制 在 4 中 2 的 一 个 邻 域内 ,因此 有 

系 入 > 设 fiz) 在 点 多 构 虹 入 (mw) 思 0， 则 它 把 的 一 个 令 
域 共 形 地 而 且 拓 扑 地 映 成 一 个 域 ， 

从 反 函 数 的 连续 性 , 根据 通常 方法 可 知 反 函 数 是 解析 的 , 因此 
逆 映 照 也 是 共 形 的 。 反之 , 如果 局 部 映照 是 一 对 一 的 ， 则 定理 二 
只 在 n= 时 成 立 , 因 此 了 六 (0) 必 异 于 零 . 

对 于 n>>1, 局 部 对 应 仍 可 精确 地 描述 。 在 定理 工 的 假设 条 
件 下 ,可 令 

GO — Wo (2—20)"g(2), 
式 中 g(%) 在 ww 点 解析 ， 并 且 g(x0) 尖 0.， 选 取 一 个 s>0， 使 当 
1z 一 wo| <s 时 有 19(%) 一 g(w0) | <19(zo) |， 在 这 一 邻 域 中 , 有 可 能 
定义 V9 的 一 个 单 值 解析 分 支 , 记 为 hz)。 于 是 
f(z) ~ wo (2)", 
C2) = (0—m) he). 

由 于 《zo0) 一 h(zo) 大 0, 故 肌 照 5 一 (sz) 在 % 的 邻 域 中 是 拓扑 的 . 另 
一 方面 , 映照 w 一 wo 十 所 是 初等 性 质 的 , 对 于 每 一 个 忆 的 值 , 确定 
% 个 等 间隔 的 《 值 . 如 果 我 们 分 两 步 来 完成 这 一 映照 ， 就 可 得 到 
局 部 对 应 的 一 个 很 清晰 的 图 。 图 4-8 表示 一 个 小 圆 盘 的 原 象 ， 以 
及 映 成 正 的 半径 的 %% 眉 缴 ， 


w- 平 面 6 平定 2 一 平面 
网 4 支点 : 和 一 
习 是 


1， 试 明 自 确定 原点 周转 的 最 大 四 益 , 它 在 肌 妥 凡 一 丰 +s 下 的 银 是 一 对 
+* 133。 


一 的 ， 
2. 试 对 器 解 上 题 ， 
.应 用 表示 式 f(#) 一 wo 了 5(8)" 于 cosz, 其 中 20 二 0， 确定 以 z)， 
4. 如果 大 在 原点 解析 ， 且 户 (0) 兰 0, 证明; 存在 一 个 解析 函数 gCs)， 
使 在 原点 的 邻 城 中 ,有 了 C2”) 一 (0) 十 ga)" 


3.4 极 使 原理 


定理 {4 的 系 工 具有 有 一 个 非常 重要 的 分 析 推 理 , 称 为 解析 函数 
的 极 值 原理 。 由 于 它 简单 明显 ,所 以 是 函数 论 中 最 有 用 的 一 般 定 
理 之 一 ,通常 , 以 极 值 原理 为 根据 的 证 明 都 非常 简捷 , 故 一 般 都 十 
分 乐于 使 用 这 一 类 的 证 明 。 . 

定理 12( 极 值 原理 ) 设 函 数 (z) 在 Q 内 解析 且 不 等 于 常数 ， 
则 它 的 对 值 |/(e) | 在 Q 内 没有 家 大 信 | 

这 一 定理 的 证 明 是 很 明显 的 ， 如 w= 一 f(s0) 为 丽 数 在 人 2 内 所 
取 的 任 一 值 , 则 在 2 的 象 之 中 必 存 在 一 邻 域 |w 一 wo| 二 s， 在 这 一 
邻 域 中 ,存在 若干 个 点 ， 它们 的 模 > |wol, 因此 |f(zo) | 不 是 |f(%)| 
的 极 大 值 , 

这 一 定理 也 可 正面 表达 如 下 :， | 

定理 22 设 f(2) 在 一 有 界 闭 入 上 解析 ， 则 Hg) | 的 极 大 信 
出 现在 如 的 边界 上 . 

由 于 于 刀 是 紧 臻 的 ， 所 以 fo) | 在 召 上 有 一 报 大 信 ， 假定 出 现 
在 s 处， 如 果 w% 是 边界 点 ， 则 定理 的 断言 已 证 明了 如 果 加 是 内 
点 , 那么 |f(zo)| 也 将 是 |(#) | 在 包含 于 怠 中 的 圆 盔 |z 一 tol < 内 
的 家 大 值 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 除 非 f(z) 在 包含 z 的 总 的 内 部 的 
分 集中 是 常数 , 于 是 由 连续 性 可 知 ，| (2) | 在 该 分 集 的 整个 边界 上 
等 于 它 的 极 大 值 .” 文 一 边界 非 空 ， 且 包含 在 吾 的 边界 中 。 因 此 ， 
极 大 值 总 号 现在 边界 上 。 

极 值 原 理 也 可 用 分 析 的 观点 来 证 明 ， 作 为 Qauchy 积分 公式 
的 一 个 推理 ， 在 公式 (22) 中 , 把 7 取 作 一 个 圆 , 其 圆心 在 zo, 半径 
为 六 则 在 Y .上 ,6 一 “十 76*， dL irew dg0， 因此 ,对 于 z 一 加 ,， 有 
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-直上 ft) 9) 


这 一 公式 表明 ,一 个 解析 函数 在 其 解析 域内 任 一 闭 贺 副 12 一 %|<" 
的 赠 心 的 信 等 于 它 在 同上 的 值 的 算术 平均 数 ， 
-从 公式 (34) 可 导出 不 等 式 


Wel< 吉 Vtre dl 坷 


候 设 |/(%) | 是 一 极 大 值 ， 于 是 将 会 有 |F(zo+yeo]| 二 |F(xo)|, 如 
果 严 格 的 不 等 关系 对 于 4 的 某 一 个 值 成 立 , 则 根据 连续 性 , 它 在 一 
个 整个 弧 段 上 都 成 立 ， 但 这 时 |f(zo 十 re*)| 的 平均 值 将 严格 地 小 
于 |f(z0)|;， 于 是 (35) 将 会 引出 矛盾 [fleo) | 过 |fCz0) 1。 因此, 
f(z)| 在 所 有 充分 小 的 贺 |z 一 wl =r 上 必 便 等于 |F(o)|， 故 
到 | 在 血 的 一 个 邻 城中 也 恒 等 于 [f(zo) |. 由 此 不 难看 出 f(2) 
必 为 一 常数 ， 这 一 理由 提供 了 极 值 原理 的 第 二 个 证 明 方法 。 我 们 
优先 提出 第 一 个 证 法 是 由 于 它 表明 了 极 值 原理 是 用 解析 函数 所 作 
映照 的 拓扑 性 质 的 一 个 推理 。 

现在 我 们 来 考察 在 开 圆 盘 |z| 之 R 内 解析 而 在 闭 圆 失 |z| < 
上 连续 的 函数 了 (2)。 如 在 |z| = 有 上 已 知 |f(z) | 专 收 , 则 根据 前 面 
的 说 明 , 在 整个 圆 盘 内 将 有 |7(e)| 生 对. 等 号 仅 当 f(z) 是 常数 且 绝 
对 值 等 于 用 时 成 立 ， 因 此 , 如 果 已 知 了 (z) 取 某 一 值 ,其 模 <MM， 
” 则 应 当 可 以 求 得 一 较 优 的 信 值 ， 这 一 方面 的 定理 很 有 用 ， 下 面 一 
个 特 号 结果 称 为 Sehwarz 引 理 . 

定理 18 如 果 函 数 (z) 对 于 |z| <1 解析 , 且 满 足 条 件 |f (2)| 
<1 (0) 一 0, 则 G2)|<lz|， 且 (O91 均等 号 仅 当 了 (2) 
cz 时 成 立 ,此 处 60. 为 一 常数 , 其 绝对 值 等 于 1. ， 

设 函 数 记 (2) 在 z 关 0 时 等 于 f(z)/z, 在 :=0 时 等 于 扬 (0), 对 
这 .一 函数 应 用 极 值 原理 ， 在 加 |z| 一 +<1 上, 其 绝对 值 <1/7, 因 
此 当 |z|<r 时，| 凡 (2)|<1/r， 令 7 趋 近 于 1， 则 对 于 所 有 的 z，- 
(9) |<1 这 就 是 定理 的 结论 . 如 在 某 一 点 上 等 式 成 立 , 那 就 是 
涪 ; 户 (zs)| 达 到 极 大 值 , 因而 有 (#2) 应 变 为 一 常数 ，， 
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定理 18 的 假设 多 少 有 点 特殊 , 但 这 并 不 是 主要 的 ,应 看 作 是 
规格 化 的 结果 ， 例 如 , 如 已 知 f(z) 在 半径 为 的 圆 盘 内 满足 定理 
的 条 件 , 则 可 应 用 定理 的 原始 形式 于 函数 (Bz)， 结 果 得 |f(Bz)| 
<|z|, 这 一 式 又 可 写 为 |f(z)|<<|z|/B。， 同样 ， 如 果 模 的 上 界 不 
是 工 而 是 戏 ， 则 可 应 用 定理 于 f(z)/ 有 ,或 更 一 般 的 ， 应 用 于 
了 LBRe)/M， 结 果 , 不 等 式 为 |f(2)|<Miz|/R、 

更 一 般 地 来 说 ， 我 们 可 把 条 件 (0) ~0 换 为 任意 条 件 f(zo0) 
wo, 这 里 |w| << 且 ,|wo| 过 性 ， 设 《一 Tz 为 一 线性 变换 , 它 将 |z| 
之 忆 映 成 |C|<1， 以 w% 对 应 于 原点 ,并 设 Sw 为 一 线性 变换 ，Sao 
=0, 有 目 将 |w| 之 放映 成 |Sw| 二 1， 显 然 函 数 Sf(T- 世 ) 满 足 原 
-来 定理 的 假设 ， 因 此 可 得 |SfCT- 共 ) |<<1|, 或 1SfC2)|<|Tx|. 
更 明显 地 表示 时 ,这 一 不 等 式 可 写成 如 下 形式 ， 


M(f (8)— wo) | 一 | Re zo) | 


MM’ — wof(?) RZ | (836) 


习 题 


1,， 用 (36) 式 或 直接 证 明 : 当 |z| <1 时 |f(s) |<1 就 屯 涵 着 
:Ps| 1 
《一 TD™ 1— Tel> 

. 车 Fo) 解析 , 且 当 Imz>0 时 Im je)>0 证明 
OER I A 


ko 


[FCO) 二 元 和 12 一 
(2) | 
和 话 和 < 了 (=z+ iy). 


3, 在 习题 上 和 2 中 ,证 明 : 等 号 成 立 就 意味 着 f(#) 是 一 线性 变换 . 

4. 若 f(a) 将 |#|<1 映 入 上 半 平 面 , 试 导 出 相应 的 不 等 式 ， 

5， 试用 Scbwarz 引 理 证 明 每 一 个 将 圆 盘 映 成 圆 盘 的 一 一 共 形 映照 可 借 
线性 变换 来 实现 . 

“6. 设 Y 是 |s| < 寺中 的 一 个 逐 段 可 微 弧 , 积分 


| 1 | 

Y —12!2 

称 为 7 的 非 区 长 度 (或 双 曲 长 度 )， 证 明 : 当 js| < 时, |)| <1 的 解析 函 
»。136。 加 ， 


数 f(z) 将 每 一 个 y 唤 成 一 个 具有 较 小 或 相等 非 吹 长 度 的 弧 . 

证 明 将 单位 圆 盘 映 成 自身 的 线性 变换 保持 非 欧 长 度 不 变 , 并 用 显 式 计算 
验证 结果 ， . 

“7- 证 明 在 单位 圆 盘 中 连接 两 个 给 定点 而 具有 最 小 非 欧 长 度 的 驱 是 正 
交 于 单位 圆 的 贺 强 (使 用 一 个 将 连接 的 一 个 端点 变 成 原点 ， 另 一 个 端点 变 
成 正 实 轴 上 一 -点 的 线性 变换 .) 

最 短 非 欧 长 度 称 为 两 个 端点 之 间 的 非 欧 距离 。 试 推导 刀 与 国之 间 的 非 
欧 距离 的 一 个 公式 。 


"| 21— go 
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“8， 在 上 半 平 面 内 应 如 向 定义 非 爽 长 度 ? 


4 Cauchy 定理 的 一 般 形式 


上 面 我 们 讨论 Cauchy 定理 和 积分 公式 的 时 候 ， 所 考虑 的 只 
是 圆 域 的 情形 ， 这 在 研究 解析 函数 的 局 部 性 质 时 是 十 分 适宜 的 ， 
但 从 更 一 般 的 角度 来 看 , 我 们 不 能 满足 于 这 样 不 完全 的 结果 .要 
把 这 一 结果 推广 至 一 艇 情形 可 有 两 种 方式 ， 其 一 是 求 得 Cauchy 
定理 普遍 有 效 的 区 域 特性 k. 其 二 是 就 任意 区 域 找 出 曲线 y， 使 
Cauchy 定理 的 论断 在 其 上 有 效 . 


4.1 链 和 闭 链 
首先 ,我 们 必须 将 线 积分 的 概念 加 以 推广 . .为 此 ,考察 等 式 
| pm | 了 ac+| qz 十 … +| faz. (37) 


”这 一 式 在 Yi, ya …, 加 是 弧 y 的 各 分 纂 时 正确 ， 由 于 (37) 式 的 
右边 对 任何 有 限 的 组 合 都 有 意义 ， 所 以 我 们 尽 可 以 考虑 一 任意 的 
形式 和 六 十 ya 十 … 十 yw 它 不 一 定 是 一 段 弧 ， 并 用 等 式 (87) 直接 
定义 对 应 的 积分 。 弧 的 这 种 形式 和 叫做 链 ， 显然, 考察 沿 着 任意 
链 的 线 积分 将 不 会 有 所 失 , 相反 , 还 可 以 得 到 很 多 方便 .gg 


正 象 一 段 弧 的 分 割 没 有 唯一 的 方法 一 样 ， 不 同 的 形式 和 可 以 
代表 同一 链 ， 指 导 原 由 是 :两 个 链 , 如 果 对 于 所 有 的 函数 /得 出 同 
样 的 线 积分 , 则 它们 应 认为 恒 等 ， 将 这 一 原则 加 以 分 析 , 可 知 下 面 
的 运算 并 不 影响 到 链 的 恒 等 ，(1) 两 段 弧 的 置换 ， (2) 一 段 弧 的 分 
割 ; (3) 各 分 段 弧 合 并 为 单一 驮 ; (分 弧 的 再 参数 化 ; (相反 向 弧 的 相 
消 ， 从 这 一 基础 出 发 ,不 难 立 出 一 个 逻辑 的 等 价 关 系 ,用 它 可 形式 
地 定义 链 的 恒 等 ， 但 由 于 我 们 的 研究 并 不 包含 任何 逻辑 的 高 度 要 
求 ,所 以 这 里 不 作 深 入 的 讨论 . 

两 链 的 和 可 用 并 列 法 按 通常 方式 定义 ， 很 明显 , 线 积 分 的 加 
法 性 质 (37) 对 任意 的 链 保 持 有 效 ， 当 恒 等 的 链 相 加 时 , 为 了 方便 
起 见 ， 可 用 倍数 来 表示 它们 的 和 ， 因此， 每 一 链 可 写成 如 下 
形式 ， 

Y= 02ya+ 二 Onyn; (88) 
式 中 o 都 是 正 整数 ，》; 全 不 相同 对 于 反 向 的 弧 ， 可 令 4( 一 7) 
= 一 gy， 而 将 (38) 式 化 简 ， 一 直到 任何 砍 个 7 都 不 相反 时 为 止 . 
系数 都 是 任意 整数 , 具有 有 堆 系 数 的 项 可 任意 加 入 . 这 使 我 们 有 可 能 
用 同样 的 弧 来 表示 任意 两 个 链 ， 于 是 把 对 应 系数 相 加 就 可 得 两 链 
之 和 : 零 链 是 指 空 的 链 的 和 或 指 所 有 系数 都 等 于 零 的 链 的 和 . 

车 一 链 可 用 若干 闲 曲线 的 和 来 表示 , 则 称 这 一 链 为 闭 链 ， 通 
过 极为 简单 的 组 合 分 析 就 知道 , 要 一 个 链 成 为 闭 链 , 其 充 要 条 件 是 
任 一 表示 式 中 个 别 弧 段 的 起 点 和 终点 成 对 地 相 重 ， 这 样 , 要 看 一 
个 链 是 否 为 闭 链 就 很 容易 

在 应 用 中 , 我 们 要 讨论 的 是 包含 在 给 定 开 集 Q 中 的 链 ， 这 就 
是 说 链 可 以 用 8 中 的 弧 来 表示 ， 而 我 们 所 要 考虑 的 也 只 是 这 种 表 
示 式 .不 难看 出 , 以 前 我 们 立 出 的 所 有 对 域 中 闲 曲 线 成 立 的 许多 
定理 事实 上 对 城中 的 任意 闭 链 都 正确 ,特别 是 正 合 微分 肖 着 人 


= 


一 点 关于 条 锋 的 捧 示 数 完 全 可 伪 归 单一 闭 草 线 情形 的 同样 方 
法 来 定义 、 它 具有 同样 的 性 质 , 此 外 ， 我 们 还 可 将 十 分 明显 而 又 非 
常理 要 的 加 法 定理 类 达 为 nV ya, 0) =n yr GD 十 ma GD， 
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4.2 单 连通 性 ， 

， 如 果 我 们 说 一 个 域 没有 孔 ， 它 的 意义 无 疑 地 是 为 读者 所 了 解 
的 .这 样 的 域 称 为 单 连通 域 , 而 正 是 对 于 单 连通 域 , Cauchy 定理 
才 是 普遍 成 立 的 ， 我 们 所 用 这 句 示意 性 的 话 不 能 代替 数学 的 定 
义 ,但 稍 加 修正 即 可 使 之 精确 化 .大 家 知道 , 一 个 没有 孔 的 域 显然 
就 是 这 样 的 一 个 域 , 即 它 的 余 集 是 由 单独 的 一 整 片 组 成 , 因此 可 得 
如 下 的 定义 ， 

定义 1 一 个 域 , 如 果 它 关于 扩充 平面 的 余 集 是 连通 的 , 则 这 


这 里 要 提醒 读者 , 这 一 定义 并 不 是 普遍 能 接受 的 一 个 定义 , 主 
要 原因 是 此 定义 对 高 于 2 维 的 实情 形 不 能 用 ， 不 过 , 在 今后 讨论 
过 程 中 将 会 看 到 ， 由 定义 1 表达 的 性 质 等 价 于 许多 或 多 或 少 同样 
重要 的 其 他 性 质 ， 其 中 之 一 是 说 , 任 一 闭 曲 线 可 以 收缩 成 一 点 ,而 
这 个 条 件 常常 被 选 作 定义 我们 所 选 的 定义 有 它 方便 之 处 , 即 可 
很 快 引导 到 复 积 分 理论 中 的 本 质 结果 上 去 ，. 

-不 难看 出 , 周 盘 、 半 平面 、 平 行 的 带 域 等 都 是 单 连 通 的 .最 后 
一 个 例子 说 明 余 集 应 对 扩充 平面 来 取 的 重要 性 ， 因 为 带 域 在 没有 
无 穷 远 点 的 平面 中 的 余 集 显 然 不 是 连通 的 ， 这 一 定义 也 适用 于 
Riemann 球 画 上 的 域 , 显然 , 这 是 最 对 称 的 情形 ， 拿 我 们 的 目的 
来 说 ， 最 好 还 是 约定 所 有 的 域 除 男 有 说 明 者 外 指 的 总 是 有 穷 平 面 
上 的 域 .根据 这 一 约定 ， 一 个 加 的 外 部 就 不 是 单 连通 的 ， 因为 它 的 
余 集 是 由 一 个 闭 圆 盘 及 无 穷 远 点 所 组 成 ， 

oly 一个 人 时. 澳 而 各 且 对 于 


5 


之 一 备 反 条件 也 起 闫 有 示意 性 的 它 说 明 单 连通 城中 的 条 

闭 曲 线 不 能 环绕 域外 的 任何 一 点 。 很 容易 看 出 , 这 一 条 件 在 域 有 

孔 时 不 能 满足 . 

条 件 的 必要 性 几乎 是 不 证 自明 的 ， 设 > 为 8 中 的 任 一 闭 链 . 

如 9 的 余 集 是 连通 的 ， 则 它 必 包含 于 由 7 所 确定 的 一 个 域 中 ， 而 
139。 


因 无 穷 远 点 属于 这 一 余 集 , 故 知 包含 这 一 余 集 的 域 必 无 界 . 因此， 
对 于 余 集 中 一 切 有 穷 的 点 , 必 有 n(Y, 9) 一 0. 

为 了 精确 证 明 条 件 的 充分 性 ,我 们 必须 作出 一 个 明显 的 图 . 设 
9 的 余 集 可 用 两 个 不 相交 的 闭 集 4,，B 的 并 4UB 来 表示 .二 集 
之 一 包含 co, 因此 男 一 个 是 有 界 的 ; 设 4 为 有 界 集 . 集 4 与 B 的 
最 短 让 离 5>>0， 用 边 长 <8/ V3 的 正方 形 网 Q 谈 盖 整个 平面 . 
网 可 自由 选 定 , 使 某 一 点 42€ 4 位 于 一 正方 形 的 中 心 . @ 的 边界 曲 
线 记 为 9; 设 正 方形 @ 是 六 的 并 设 @ 的 内 部 位 于 组 成 88 的 有 
向 线段 的 左边 . 

现在 考察 闭 链 : 
7 一 - 字 0 (39) 


其 中 的 总 和 是 按 网 中 所 有 与 4 有 一 公共 点 的 正方 形 @ 来 取 的 (图 
4-9)， 由 于 4 包含 于 一 个 而 且 只 
包含 于 一 个 正方 形 之 中 ， 故 显然 
有 m(G， 呈 一 TI， 不 仅 如 此 ,曲线 
?7 显然 不 与 召 相交 。 但 如 进行 
相 消 之 后 ， 同 样 可 以 看 出 7 不 与 
和 相交 .， 囊 实 上 , 任何 一 条 与 4 
”相交 的 边 必然 是 包含 于 和 式 (39) 

AAA 中 的 两 个 正方 形 的 公共 边 ， 由 于 
图 #49 推 示 数 为 1 的 曲线 . 它们 的 方向 相反 ， 故 在 ? 的 简化 
公式 中 不 会 有 这 种 边 出 现 .、 因此 包含 于 8, 于 是 定理 得 证 . 

”现在 我 们 来 说 明 Cauchy 定理 对 于 不 是 单 连 通 的 区 域 肯 定 不 
生效 . 事实 上 , 如 果 在 如 内 有 一 闭 链 ,对 于 2 外 的 某 一 % 满足 
条 件 ny， @) 大 0, 则 i/(g 一 Q) 在 日 内 解析 ,而 它 的 积分 


| ds | 从 
| 逻 -2rin(y oz0. 


4.3 同调 
由 定理 14 刻 划 的 单 连 通 性 为 单 连 通 区 域 中 的 所 有 闭 链 找 出 
。 140 . 


一 条 共同 的 性 质 ,但 对 于 任意 区 域 或 任意 开 集中 的 闭 链 来 说 ,可 
能 具有 这 种 性 质 ， 也 可 能 不 具有 这 种 性 质 。 这 一 性 质 在 拓扑 学 中 
起 着 重要 作用 , 因而 赋予 一 个 特殊 的 名 称 . 

定义 8 开 集 @ 中 的 闭 链 7 称 为 关于 纪 同调 于 零 ， 如 果 对 于 
9 的 余 集中 的 所 有 点 w 均 有 mw(y, 四 一 0 

用 记号 束 示 , 就 是 Y~0(mod Q)， 当 所 参考 的 开 集 已 经 很 明 
显 时 ，@Q 就 可 省 略 ， 记 号 yi~ys 等 价 于 1 一 Ys~0。， 同调 关 系 可 
以 相 加 与 相 减 , 而 Y~0(mod 9) 就 意味 着 对 所 有 人 二 2 有 7~0 
(mod 7).- | 

又 我们 的 术语 与 标准 用 法 关 不 完全 一 致 ， 用 惟 环 绕 次 数 来 
刘 划 同调 性 是 Ermil Artin 发 现 的 。 正 是 他 把 同调 性 与 Cauohy 定 
理 的 一 般 形 式 所 需 用 的 特性 紧密 地 联系 起 来 、 这 一 概念 使 早先 的 
一 些 证 明 大 大 简化 了 。 


4.4 ”Cauchy 定理 的 一 般 叙述 
现在, Canehy 定型 的 克 定 形式 委 容 另 队 为 


任 - 印 镑 六 全 有 
Ten (0) 


在 一 种 不 周 指 叙述 中 , 我 们 要 求 ,如 果 ?Y 是 使 40) 对 某 一 族 解 
桥 函 数 成 立 , 即 对 形 如 (一 o) 的 解析 函数 族 成 立 ， 这 里 ecEQ， 
则 它 对 介 中 所有 的 解 煌 函数 成 立 ， 

与 定理 14 结合 起 来 ,就 得 到 下 列 的 系 ; 

系 1 如 果 f(2) 在 一 个 单 连 通 区 二 人 全 中 解析 , 则 (40) 对 0 中 
所 有 闭 链 7 成立. 

在 证 明定 理 之 前 ,我 们 先 来 看 一 看 与 1.3 节 相 联系 的 事实 .在 
这 方面 , 如同 已 经 指出 的 ， (40) 对 区 域 中 的 所 有 闭 曲 线 7 成 立 就 意 
味 着 az 的 线 积分 是 与 积分 路 径 无 关 的 ,或 者 说 , /gz 是 一 个 正 合 
微分 于 是 ， 根据 定理 1， 有 一 个 单 值 的 解析 函数 王 ?0), 使 得 


a , . .14L。 


也 (2) 一 f(z) (多 余 的 词 “ 单 值 的 "只 是 用 于 强调 ) ， 这 样 ,在 单 连通 
区 域 中 , 任 一 解析 函数 都 是 一 个 导 函 数 ， 
经 常 出 现 这 一 事实 的 一 个 特殊 应 用 是 ， 


事实 上 ， 我 们 知道 ， 在 2 中 存在 一 个 解析 函数 (2)， 使 得 
F(z) 一 站 (z)/f(z)。 函数 f(z)e-7% 的 导数 为 零 ,因此 是 一 常数 ， 
. 选取 一 点 sw EQ 和 无 穷 多 个 值 log (0) 之 一 ,得 

EF ~ F(a +log co) =f (2) ， ， 
因此 可 令 log Fe) 一 了 (2) 一 下 (so) 十 log f(z0)， 为 定义 YF(z) 只 
要 将 它 写成 形式 exp(《1/n)log f(z)) 即 可. 


4.5 Caucz7 定理 的 证 明 @ 


我 们 从 一 个 与 定理 14 证 明 相 有 平行 的 结构 开始 ， 先 设 Q 是 有 
界 的 , 尔后 则 是 任意 的 。 给 定 5>0, 我 们 用 边 长 为 8 的 正方 形 网 
覆盖 平面 ， 将 如 中 所 含 网 内 的 闭 正方 形 记 为 @ jE J; 由 于 是 
有 界 的 ， 所 以 集 了 是 有 穷 的 ， 如 8 充分 小 ， 它 是 不 空 的 . 正方 形 
,jEJ 的 并 由 一 些 闲 区 域 组 成 ， 这 些 闭 区 域 的 有 向 边界 构成 闭 

| 链 
人 一 09. 


很 明显 , T, 是 一 些 有 向 线段 的 和 ， 这 
些 线段 恰好 都 是 一 个 @; 的 边 ， 用 0。 
天 示 并 U@, 的 内 部 (图 4-10). 

| 设 7 是 在 Q 内 同调 于 零 的 一 个 闭 
链 ; 选 8 如 此 小 , 使 7 含 于 2s 内 ， 考 
察 一 点 5E2Q 一 2， 它 至 少 属于 一 个 
Q， 这 日 不 是 一 个 Q@， 存 在 一 点 
410 LoEQ， 它 不 属于 Q。 可 以 用 位 于 @ 


”看 ”这 一 证 明 是 根据 A. 了 F. Beardon 的 建议 作出 的 。 
,425。 “ 


中 的 一 线段 连接 & 和 Lo, 因此 这 线段 不 与 Q, 相交 ， 由 于 y 看 作 
一 个 点 集 含 于 9, 中 , 故 知 n(Y,《) 一 a(y, 人 0) 一 0， 特 别 , 对 于 工 
上 的 所 有 点 有 n(y, 人 ) 一 0. 
现在 假设 f 在 8 中 解析 ， 如 果 + 位 于 Q; 的 内 部 , 则 
|, A A 车 j=jj; 
2Q3 


2ni 各 一 区 0， 若 jjo， 
因此 . 
71- 二 人 主攻 人 


由 于 上 式 两 边 都 是 z 的 连续 函数 , 故 上 式 对 所 有 的 xEQ; 成 立 . 
作为 一 个 推论 ,我们 得 到 


je (HB 


累积 分 的 被 积 函 数 是 两 个 积分 变量 ， 即 Ts 和 ? 的 参数 的 连续 函 
数 ， 因 此 , 积分 次 序 可 以 调换 .换言之 ， 


bl | Oa. 

右 端 的 内 层 积分 是 一 RCY, 5) 一 0。 因此 积分 (42) 为 零 ， 这样 就 对 
有 界 的 8 证 明了 定理 . 

如 果 吕 是 无 界 的 ， 我 们 就 用 避 与 足以 包含 7 的 圆 盘 |z|< 二 有 R 
的 交 02' 代替 Q， 在 8’ 的 余 集 中 的 任 一 点 &, 或 者 落 在 @ 的 余 集 
中 ,或 者 位 于 圆 盘 的 外 部 ， 不 论 在 哪 种 情况 ,总 有 %(?7，q) 一 0, 所 
以 y~0 (mod.2Y)，、 证 明 可 应 用 于 从， 由 此 证 明了 定理 对 任意 的 
2 正确 . 


4.6 局 部 正 合 微分 
微分 po 二 do 称 为 在 Q 中 是 局 部 正 合 的 ， 如 果 它 在 Q 的 每 


» . 时 


一 点 的 某 个 邻 域 中 是 正 合 的 。 不 难看 出 (下 面 的 习题 D)pdz 二 qd 
为 局 部 正 合 的 充 要 条 件 是 ;对 于 所 有 的 y~88, 有 


| ie+rm=0， (48) 
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其 中 且 是 侣 中 的 一 个 矩形 ， 这 一 条 件 当 pdv+gdy 一 J/(z)dz 时 肖 
定 得 到 满足 ， 其 中 /在 Q 中 解析 ， 于 是 由 定理 巧 ， 对 任何 闭 链 
?7~0Gmod Q), (48) 成 立 . 

定理 16 如 果 pdv+g 凶 在 Q 中 局 部 正 会 , 则 对 于 人 中 任 - 
闭 链 Y~0, 有 下 式 成 立 ， 


| pAar+gady=0. 
y 


看 来 这 里 并 没有 修改 定理 二 的 证 明 的 任何 直接 途径 可 使 之 
包容 这 一 更 为 普遍 的 情况 。 因此 ， 我 们 介绍 Cauchy 一 般 定理 的 
两 种 证 明 方法 . 象 在 本 书 早先 两 版 中 一 样 ,定理 16 将 用 Artin 的 
证 法 .Oauchy 定理 的 个 别 证 明 由 于 它 的 特殊 吸引 力也 被 收录 ， 

对 于 定理 16 的 证 明 ， 首 先 要 证 明 可 用 一 个 具 水 平 边 及 重 
直 边 的 折线 a 来 代替 ， 使 得 每 一 局 部 正 合 微分 沿 着 o 的 积分 与 沿 
着 y 的 积分 相等 。 特 别 是 , 这 一 性 质 意味 着 对 于 0 的 余 集中 的 w， 
有 n(o, 4) 一 n(y, 2), 因而 co~0， 这 样 , 只 要 对 具 水 平 边 与 垂直 
边 的 折线 证 明定 理 就 可 以 了 . 

作出 0 把 它 当 作 Yy 的 一 个 近似 ， 设 由 > 至 2 的 余 集 的 距离 
为 p. 如 果 y> 由 #=z( 人 给 出 ,函数 zG) 在 闭 区 间 [c,， 妇 上 是 一 致 连 
续 的 。 确定 5>0, 使 得 当 | 一 <6 时 ,|z() 一 zC(#)'<p, 并 将 
[a, 相 分 成 子 区 间 , 其 长 度 <3，y 的 对 应 子 弧 % 具有 这 样 的 性 质 ， 
其 每 一 个 必 和 包含 在 半径 为 p 而 整个 位 于 8 内 的 一 个 图 盘 之 中 . 
7 的 端点 可 在 同一 一 加 天内 用 由 水 平 线段 和 秋 直 绕 眉 组 成 的 折线 0， 

| 来 连接 。 由 于 所 给 的 征 分 在 圆 盘 

内 是 正 合 的 , 故 


| pdo+gdy—| partg ay, 
ov .JY 
令 o=Zo, 有 妈 得 所 要 的 
| prtg gy—| PAUrtq dy. 
o 了 


图 411 -为 继续 证 明 ， 我 们 将 构成 5 
的 所 有 线段 延长 至 无 穷 图 4-11), 这 些 线 眉 将 平面 分 成 车 干 个 有 


“区 


穷 的 矩阵 及 和 一 些 无 界 的 区 域 巩 , 这 些 到 可 以 看 作 是 无 穷 的 失 
形 ， 
从 每 一 ,的 内 部 取 一 点 "作成 闭 链 
oo=D nlo, o)oR, (4 


其 中 的 和 取 遍 所 有 的 有 穷 的 矩形 ; 系数 n(g, 00) 是 完全 确定 的 , 因 
为 没有 一 个 @ 位 于 oc 上 .在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 也 将 用 到 从 每 个 
BB; 的 内 部 选取 的 点 wy， 

很 明显 , 若 和 = 记 %(BB，Qp) 下 1， 苦头 (OBR,，aw) 一 0; 类 
- 似 地 ， 对 所 有 的 jn(6B, @))=0， 据 此 ， 由 (44) 扒 得 nCoo, 0 
一 %(G, 4) 和 nn(oo, 47) 二 0， 而 对 处 于 o 所 确定 的 无 界 区 域 中 的 
Rj 的 内 部 , 也 有 mlo, 4y) =0 成 立 ， 这样， 就 证 明了 对 于 所 有 的 
a=G; 和 & 一 @, 都 有 n(o 一 00, 2) 一 0. 

从 o 一 o6 的 这 一 性 质 , 我们 要 推出 oo 与 9 除了 相差 一 些 彼此 
互相 抵消 的 线段 之 外 是 恒 等 的 ， 设 ow 是 两 个 相 邻 逢 形 Bi 与 Bx 
的 公共 边 ; 取 定 癌 使 肪 位 于 ow 的 左边 . 假定 o 一 oo 的 简化 后 的 表 
达 式 包含 因子 cow， 则 闭 链 o 一 00 一 c6 不 含 cm 由 此 可 知 a 与 
as 关于 这 一 闭 链 必 具有 相同 的 指示 数 。 另 一 方面 ， 这 些 指 示 数 分 
别 是 一 c 和 0; 故 o=0. 同样 的 推理 适用 于 cv 是 有 穷 矩形 RB 与 
无 窃 矩 形 By 的 公共 边 的 情形 . 这 样 ,一 个 有 穷 矩 形 的 每 一 条 边 以 
系数 零 出 现在 o 一 06 中 , 从 而 证 明了 

5 一 之 n(o, &)0R,. ” (45) 


现在 证 明 对 应 系数 nCo, ar) 不 为 零 的 所 有 R: 实际 上 均 含 于 
中 , 设 闭 矩形 中 一 点 4 不 在 Q 内 、 则 因 o~0Cmod@)， 有 
n(g, a) 一 0， 另 一 方面 ,a 与 a4 之 间 的 连 线 不 与 o 相交 ， 因 此， 
n(o, 0) =n(o, 0) 一 0， 于 是 从 局 部 正 合 性 可 知 ，pdwgoy 在 
(45) 中 出 现 的 任何 BR 上 的 积分 等 于 零 ， 因 此 


| pdrt+gdy=0. 


于 是 定理 16 得 证 ， 
"145 ， 


4.7 多 连通 域 


一 个 不 是 单 连 通 的 域 称 为 是 多 连通 的 . 更 确切 点 说 , 如 果 一 
个 域 0 的 余 集 恰 具 有 % 个 分 集 , 则 称 人 具有 有 穷 的 连通 数 由 如 果 
它 的 余 集 具有 无 穷 多 个 分 集 ， 则 称 8 具有 无 穷 的 达 通 数 ， 用 稍 不 
严格 但 更 能 示意 的 话 来 说 , 那 就 是 在 Riemann 球面 上 穿 m 个 孔 训 
得 连通 数 为 n 的 域 . 

在 连通 数 为 有 穷 的 情形 , 设 41,，4,, …, 4, 为 8 的 余 集 的 分 
集 , 并 设 ce 属于 4,。 如 果 站 为 8 内 的 任 一 闭 链 ， 则 就 象 在 定理 
14 中 一 样 ,可 以 证 明 , 当 & 在任 一 分 集 4 上 变化 时 , nC(Y, 2) 为 常 
数 , 而且 在 4, 上 nn(y, 4) 0. 不仅 如 此 ,如 果 照 样 作出 定理 14 证 
明 中 所 用 的 图 ， 则 可 得 闭 链 725 4 一 1，…，%9 一 工 ， 使 得 对 于 a€ 4， 
有 mnt, go) 一 寺 而 对 于 所 有 其 他 在 外 部 的 点 ,有 

nys, 4) =0. 

对 于 台 内 一 个 已 知 闭 链 7 当 &€ 4 时 设 n(y, 0@) 的 常数 值 
为 ct。， 我 们 知道 外 部 任 一 点 关于 闭 链 YY 一 61y1 一 6973 一 … 一 
Cn—1 YH-1 的 指示 数 等 于 零 . 换言之 ， 

yY 人 231 十 Ca73 十 … 十 DCp-1yw-d。 
因此 ， 每 一 闭 链 同 调 于 闭 链 yi，*…*，Yw-z1 的 一 个 线性 组 合 ， 这 一 
线性 组 合 是 唯一 地 确定 的 ， 因 为 如 果 同 时 有 两 个 线性 组 合同 调 于 
同一 闭 链 , 则 它们 的 差 必 是 同调 于 0 的 一 个 线性 组 合 ， 但 闭 链 
0 十 0373 十 … 十 C9-17a-1 显然 环绕 4 中 的 点 wa 次 ; 因此 它 不 能 同 
调 于 0, 除非 所 有 的 6 都 等 于 零 . . 

.根据 这 一 情况 ,我 们 称 闭 链 yz，Ys，…， Yn-1 组 成 域 2 的 同调 
基 ，. 同调 基 不 是 唯一 的 , 但 根据 线 代 数 的 基本 定理 可 得 结论 ; 每 一 
个 同调 基 都 具有 同样 个 数 的 元 素 .因此 ,具有 有 穷 个 同调 基 的 每 一 
域 必 具 有 有 穷 的 连通 数 ,而 基 元 素 的 数 且 较 连 通 数 少 一 -， 

对 于 8 内 的 任 一 解析 函数 f(z), 根据 定理 18 可 得 


[fw-o) La JJ az 十 … 十 o0-1 fa 
7 Ya Ys ?ni 
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数 R=) ya 


只 依赖 于 函数 了 而 与 y 无 关 ， 这 些 数 称 为 微分 faz 的 周期 的 模 ， 
或 简称 为 不 定 积分 的 周期 ， 我 们 已 证 明了 (z) 沿 任 一 闭 链 的 积分 
是 周期 的 线性 组 合 ,组合 中 的 系数 都 是 整数 ,而 且 沿 着 一 段 由 如 至 
z 的 弧 的 积分 除 周 期 的 倍数 外 可 完全 确定 ， 周 期 等 于 零 是 单 值 不 
定 积分 存在 的 必要 和 充分 条 件 . 

为 了 说 明 这 一 点 , 让 我 们 考察 由 71 过 |z| <7; 定义 的 一 个 环 域 
的 最 简单 情形 。 余 集 的 分 集 为 |z| <m 及 |*|>vs 我 们 所 考虑 的 
将 包括 退化 情形 71 一 0 及 mm= co 在 内 。 环 域 是 双 连 通 的 ,同调 基 
由 任 一 贺 |z| =7, 详 <7< 和 组 成 ， 如 令 这 一 圆 为 O, 则 环 域 中 的 
任 一 闭 链 将 满足 条 件 Y~nO, 这 里 mn(y, 0)， 一 个 解析 函数 沿 
闭 链 的 积分 等 于 单 周 其 | 


P=-| fa 
的 一 个 信 数 ,其 值 当然 不 依赖 于 半径 7. 


习 ”是 


1. 不 用 定理 16, 证 明 pdx+gdy 在 9 中 局 部 正 合 的 充 要 条 件 是 : 对 边 
平行 于 坐标 轴 的 每 一 个 矩形 RCQ， 
| Partady=0. 

2. 试 证 明 从 一 个 羊 连 通 域 中 移 去 加 个 点 所 成 的 区 域 是 m+1 连通 的 ,并 
求 一 同调 基 . 

3. 求证 由 -一 闭 曲线 所 确定 的 有 界 域 是 单 连通 的 ， 而 无 界 域 则 是 双 连 通 
的 。 
4. 求证 logs, 及 于 的 单 值 解析 分 支 可 定义 于 任 一 不 包含 原点 的 单 连 
通 域内 . 

5. 斌 证明 Mi 一 太 的 单 值 解析 分 支 可 定义 在 适合 如 下 条 件 的 任 一 区 域 
中 , 条 件 是 ， 点 土 ] 落 在 这 区 域 的 余 集 的 同一 分 集中 。 试 求 出 沿 着 域 中 一 条 
闭 曲 线 的 积分 
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| ds 
MT 一 名 
的 可 能 值 。 


5 留 数 计算 


上 一 节 的 结果 表明 ， 解 析 函 数 沿 闭 曲 线 的 线 积分 的 确定 可 以 
归结 为 周期 的 确定 。 在 某 些 情 形 下 ， 周 期 可 以 不 必 通 过 计算 或 通 
过 很 少 的 计算 手续 而 求 得 ， 因 此, 我 们 有 了 一 种 在 很 多 情况 下 不 
必 通 过 计算 即 能 求 出 积分 的 方法 . 这 在 实用 上 以 及 在 理论 的 进 一 
步 发 展 上 都 具有 重大 的 意义 ， 

为 了 使 这 一 方法 更 形 系统 化 ， 复 积分 理论 的 创始 人 Oauehy 
提出 了 一 个 简单 的 形式 体系 , 称 为 留 数 计算 法 . 从 本 书 的 角度 来 
看 ， 留 数理 论 主要 是 第 4 节 中 所 证 明 的 一 些 结果 在 某 些 特殊 简单 
场合 下 的 应 用 ， 


5.1 留 数 定理 


首先 ， 我 们 按照 第 4 节 的 一 般 性 定理 回顾 一 下 早先 介绍 的 
一 些 结果 ， 很 明显 ， 凡 是 可 作为 圆 盘 中 Cauchy 定理 的 推论 的 所 
有 结果 对 于 一 切 包含 同调 于 0 的 闭 链 的 任意 域 都 保持 有 效 ， 举 一 
个 典型 的 例子 来 说 , 我 们 可 将 Cauchy 积分 公式 下 达成 如 下 形式 ，. 
如 果 了 (2) 在 域内 解析 ,那么 对 于 每 一 个 在 内 同调 于 0 的 
闭 链 Y, 必 有 
n(y, ao -3 | 2 


多 一 亿 
这 一 定理 的 证 明 是 定理 6 的 证 明 的 重复 ， 这 里 应 当 指出 , 在 
有 可 去 奇 点 的 情形 , 当然 用 不 着 再 给 定理 15 作 另 外 的 证 明 . 实际 
上 ,我 们 在 讨论 局 部 性 态 时 已 经 证 明 所 有 可 去 奇 点 都 可 不 予 理 会 ， 
现在 我 们 来 讨论 一 个 在 域 吕 内 除了 若干 孤立 奇 点 外 到 处 解 
析 的 函数 J(z)。 首 先 , 假设 函数 只 有 有 穷 个 奇 点 , 记 为 81,， 52a, …， 
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mn、 弃 去 点 @ 后 所 成 的 域 记 为 2， 

对 于 每 一 %， 存 在 一 89>0, 使 得 双 连 通 域 0<|z 一 %;| <5; 包 
含 于 他 之 中 ， 以 为 圆心 , 作 一 半径 <6; 的 圆 .C， 并 令 f(z) 的 
对 应 周期 为 

P=| ya (46) 


天 的 下 17 a 的 周 其 2 因此 , 如 令 乌 =P/2w6, 则 
函数 


f(r- 
的 周期 等 于 零 ， 导致 这 一 结果 的 常数 称 为 1(z) 在 点 o; 的 留 
数 ， 定 义 如 下 ， 
定义 8 设 。 是 要 /(:) 的 孤立 厅 点 ， 且 是 一 和 于 ,如 果 数 


os 
sr» oe 


有 时 了 用 更 为 明显 前 记 法 
R= Res,-of (2), 
设 7 为 他 内 的 一 闭 链 , y 关于 9 同调 于 0， 则 y 必 满足 关 于 
9 的 同调 关系 
Y~P ny, 0) 0 
实际 上 ,很 容易 证 明 点 a 以 及 侣 外 部 的 所 有 的 点 关于 两 闭 链 是 同 
次 的 ， 根 据 同调 关系 ,应 用 (46) 式 的 记 法 ,得 
Ja-3no oP, 
而 由 于 瑟 一 2ri* 羽 ， 故 最 后 得 
er|, jw-3n0y 由 已 


这 就 是 留 数 定理 ， 不 过 在 上 面 我 们 作 了 函数 只 有 有 穷 个 奇 点 
的 限制 性 假设 ， 在 一 般 情形 , 我 们 只 要 证 明 除了 在 有 穷 个 点 而 之 


外 , 到 处 有 n(y, 0) =0, 其 余 的 证 明 与 上 面 的 都 一 样 ， 这 一 断言 ， 
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可 以 根据 惯用 的 理由 来 确立 。 使 得 n(y, 内 一 0 的 所 有 点 “的 集 
合 是 一 开 集 , 包含 了 一 个 大 团 外 部 的 所 有 点 。 因此 其 余 集 是 一 紧 
致 集 , 所 以 它 不 能 包含 多 于 有 穷 个 孤立 点 ww， 这 说 明 n(y, oj) 大 0 
只 对 有 穷 个 奇 点 成 立 ， 从 而 有 

定理 区 设 7 在 寺内 除了 天 立 厅 点 之 外 到 外 入 


Dr | f Cu- 了 ny 1) Ressa, f (2). 四 
在 应 用 中 , 常 遇 的 情形 是 nC(y, @) 一 一 0 或 n(y, @) 一 1， 于 是 
Bs), OP Ress 6), 


式 中 的 和 是 对 ?所 围 的 全 部 奇 点 来 求 的 . 

如 果 我 们 没有 一 个 简单 的 方法 来 确定 留 数 ， 那 么 留 数 定理 的 
价值 就 不 大 ， 对 于 本 性 奇 点 来 说 , 具有 任何 实用 价值 的 方法 是 没 
有 的 , 因此 , 在 有 本 性 奇 点 的 场合 , 留 数 定理 很 少 应 用 。 至 于 极点 
的 情形 就 完全 不 同 . 考察 展开 式 

fe)=Bi(2—0 ?++ Bz— 0a)-i+gp(%), 
可 知 留 数 就 等 于 系数 BJ， 事实 上 , 当 略 去 项 Bi(z 一 4) 时 , 余下 
的 显然 是 一 导数 。 因为 极点 的 奇 部 常 是 已 知 的 , 或 者 是 很 容易 求 
得 的 , 故 可 得 一 极为 简单 的 求 留 数 的 方法 。 

.对 于 单 极 来 说 ,方法 更 比较 直接 , 因为 这 时 的 留 数 就 等 于 函数 
(z 一 0)f(z) 在 z=a 处 的 值 .。 例如 ,让 我 们 来 求 函数 


[ 
(2—4)(%—0) 
在 极点 &@ 及 6 上 的 留 数 .显然 ,在 a。 上 的 留 数 等 于 oo/(G 一 四)， 
而 在 5 上 的 留 数 则 为 2/ (8 一 a)， 如 5=a, 则 情形 稍 较 复杂 .应 
先 用 Taylor 定理 将 e 展开 为 . 
经 一 如 十 ea 一 G) 十 户 (2) (2— 00), 

除 以 (2 一 @)” 于 是 得 0/(z 一 4)? 在 za 上 的 留 数 为 0 
. 注意 : 在 按照 较为 古典 的 方法 引进 Cauchy 定理 ,积分 公式 和 

” 留 数 定理 时 , 并 不 提 到 同调 性 , 也 不 会 用 到 指示 数 的 概念 ， 在 古典 
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方法 中 ， 定 理 中 的 另 线 ?7 假定 为 刀 的 一 个 子 域 的 全 部 边界 ， 其 取 
向 的 选 定 是 使 子 域 位 于 2 的 左边 ， 在 严格 的 著作 中 ， 要 花费 很 
大 的 力量 来 证 明 这 些 直观 概念 具有 精确 意义 ， 现 在 这 一 方法 的 主 
要 目的 是 有 必要 腾 出 时 间 和 注意 力 来 研究 主题 以 外 更 为 精致 的 问 
题 ， 

从 我 们 所 用 的 一 般 观点 来 看 , 我们 仍然 可 以 ,而 且 实 际 上 也 不 
难 脱离 古典 的 情形 。 这 只 人 须 采用 下 面 的 定义 ， 

定义 4 一 阅 链 Y 称 为 域 的 图 级 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 点 


er + ss 
se 


如 果 了 是 人 的 出生 且 如 Qty 包含 于 一 较 大 的 域 2 中, 则 
?显然 关于 如 同调 于 0。 因此 得 到 定理 15 及 17 的 如 下 推论 ; 
如 果 是 的 于 线 ,并 设 f(s) 在 集 Q+y 上 解析 , 则 


| f=0, 
而 且 对 于 所 有 的 zEQ, 有。 
fa 
f(#)= | 


4 


如 有 果 f%) 在 8+7Y 上 除了 9 中 的 孤立 奇 点 外 到 处 解析 , 则 


+ 


pr f(0)d— Reso, f(D, 
式 中 关于 所 有 奇 点 4; EQ 取 和 和 . 


作为 8 的 围 线 的 闭 链 Y, 必须 包含 集 论 意义 下 8 的 边界 . 事 
实 上 , 如 加 位 于 2 的 边界 上 , 则 的 每 一 邻 域 必 同时 包含 有 属于 
4 的 点 及 不 属于 号 的 点 ， 如 果 这 样 一 个 邻 域 中 没有 ?Y 上 的 点 , 那 
么 m(Y, z) 将 在 邻 域 中 有 定义 而 等 于 常数 . 这 与 定义 相 矛 慎 ， 因 
此 , 和 的 每 一 邻 域 必 与 y 相交 ; 由 于 是 闭 集 , 帮 % 必 在 Y 上 . 

上 面 叙 述 的 逆 不 成 立 , 因为 Y 上 的 一 点 可 以 有 一 个 不 与 介 相 
交 的 邻 域 ， 正 常 的 说 ,应 试 择 y, 使 它 与 如 的 边界 完全 重合 , 但 对 
于 Qauchy 定理 及 有 关 研 究 , 这 一 假设 是 不 需要 的 ， 


?4151， 


5.23 幅 角 原理 


Cauchy 积分 公式 可 以 看 作 基 留 数 定理 的 特例 ， 事 实 上 , 函数 
f(z)/(g 一 6) 在 x 一 4 处 具有 一 单 极 ， 其 留 数 为 f(a), 应 用 公式 
(4 和), 即 得 积分 公式 ， 

在 定理 10 的 证 明 中 有 留 数 定理 的 另 一 应 用 ,应 用 这 一 定理 可 
确定 一 解析 沙 数 的 零点 个 数 ， 对 于 一 个 和 阶 零点 ,可 令 

fF 2) = (2— 8) fhe), 
且 户 (9) 关 0， 于 是 得 - 
f° (2) =hl2—a) "f(s) + (2— 0) "fils). 
因此 ， 玉 (8)/f(%)= 二 hg 一 碎 十 扣 (2)/fa(z)， 故 知 了 /了 具有 一 章 
极 ,其 上 的 留 数 为 h， 在 公式 (32) 中 , 这 一 留 数 要 用 若干 项 的 对 应 
的 重 数 来 计算 . 

现在 我 们 可 以 把 定理 10 推广 到 半 纯 函数 的 情形 ， 如 了 具有 
一 阶 极点 ， 则 用 上 面 同样 的 计算 ， 以 一 代为 得 了 /Ff 的 留 数 
一 h， 于 是 得 如 下 定理 ， 

定理 18 2 是 9| 的 二 具有 零点 %， 极 点 


» no ee ¢ eo 。 


se 


pa dny, 0) -ny, b (48) 


这 里 ， 重 零 点 及 重 极 点 应 按 其 阶 数 重复 计数 ; (48) 中 的 和 是 有 
限 的 . 

定理 18 常 区 为 由 角 原 理 。 这 是 因为 《48) 式 的 左边 可 以 解释 
为 w(Z 0) 而 得 名 , 这 里 忆 是 闭 链 y 的 象 闭 链 . 车 工 位 于 一 个 不 
包含 原点 的 圆 盘 中 , 则 n( 工 , 0) =0。 这 就 是 下 面 的 系 的 根据 ， 这 
一 系 常 称 为 Rouché 定理 . 

系 设 y 在 人 内 同调 于 0, 对 于 不 在 Y 上 的 任 一 点 4 满足 关 
系 n(y, 2) =0 或 =1, 设 fo) 及 9 在 2 内 解析 ， 并 在 yY 上 满足 
不 等 式 
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MG) 一 9 天 [Fo)|， 
则 了 (z) 及 9(ei 在 > 内 具有 相同 数目 的 零点 . 


这 假设 条 件 意 际 着 六 仿 及 g( 人 在 y 上 没有 零点. 又 ， 它 们 在 
7 上 满足 不 等 式 


| 2(0 
a 1|<1. 


由 此 可 知情 (z) -glz)/f(z) 在 Y 上 的 值 包含 于 以 4 为 圆心 1 为 半 
径 的 开 圆 盘 内 ， 对 了 F(z) 应 用 定理 18， 得 n(I, 0) 一 0, 于 是 定理 

Rouohé 定理 的 一 个 典型 应 用 如 下 : 设 我 们 要 求 函数 jz) 在 
圆 盘 |z| < 如 内 的 零点 数 ， 应 用 Taylor 定理 ,有 

fl2) = Pn-1(%) +wfals), 

其 中 -i 是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 ， 对 于 适当 地 选择 的 n, 可 以 证 
明 不 等 式 |f,(2)|<|Pszlz)| 在 |x |=R 上 能 够 成 立 . 于 是 
f(z) 在 |z|< 卫 内 的 零点 数 将 和 .了 -1(%) 的 零点 数 相同 ， 而 这 一 零 
点 数 就 可 以 用 多 项 式 方程 P,_1(z) 一 0 的 近似 解 来 确定 . 

定理 18 可 按 如 下 方式 推广 如 g(s) 在 9 内 解析 ， 则 


ga) FE 在 一 个 阶 零点 a。 上 的 留 数 为 hg(a)， 在 一 个 极点 上 
和 一 hg(a)， 于 是 得 到 公式 ， 
fF 四 


5 yo) = nly, go) - nly, br)g (08). 


(49) 
这 一 结果 在 研究 反 函 数 时 很 重要 .使 用 定理 11 的 记 法 ,我 们 “ 
知道 方程 f(z) =w，|w 一 wo| <6 在 圆 盘 |z 一 zo| <e 内 具有 % 个 根 
“(w), 应 用 公式 (49), 令 ST 则 得 
_ f°(%) , 
2 0) 一 本 Bs ie~zol=e f(%)—wW “dk. (50) 
如 w==1， 则 得 反 了 数 f-7*(w) 的 显 表示 式 为 


， Fr， 
三 Ww w= | FO Er 
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如 对 g(z) 一 交 应 用 公式 (49) 时 , 则 方程 (50) 变 为 
2 有 72 和 
不 难 证 明 上 式 的 右边 在 |w 一 wol <6 内 是 双 的 解 术 函数 由 此 可 
知 根 (2) 的 乘 礁 的 和 都 是 加 的 单 值 解析 际 数 。 但 是 大 家 知道 初 
等 对 称 函 数 都 可 表 为 磁 短 的 和 的 多 项 式 , 因此 它们 都 是 解析 的 ,于 
是 知道 z/(w) 荐 一 个 多 项 式 方程 
好 十 Ga00o 十 … 十 gt00)2 十 qtW) 一 0 
的 根 ， 这 一 方程 的 系数 都 是 |w 一 woi <5 中 的 也 的 解析 函数 ， 


习 题 


I. 方程 2 一 255 十 68 一 5 十 1 一 0 在 圆 盘 |s| <1 中 有 几 个 根 ? [提示 : 注 
意 当 |#| =1 时 最 大 的 项 并 应 用 Rouché 定理 .] 

2. 方程 一 6z 十 3=0 有 多 少 个 模 在 1 与 2 之 间 的 根 ? 

3. 方程 #% 十 8e? 十 343 十 8 十 3 一 0 在 右 半 平 面 内 有 几 个 根 ? [提示 ， 作 虚 
轴 的 象 , 再 对 一 个 大 的 半圆 盘 应 用 幅 角 原理 .] 


6.8 定 积分 的 计算 


留 数 定理 给 定 积分 的 计 值 提供 了 一 个 极为 有 效 的 工具 . 这 一 
方法 在 不 可 能 明显 地 求 得 不 定 积分 的 情形 下 尤为 重要 ， 即 使 普通 
微 积分 方法 可 以 使 用 , 但 应 用 留 数 通 常 要 省 力 得 多 . 复 积分 的 计 
” 算 显 然 相 当 于 两 个 定 积 分 的 计算 , 但 是 , 有 了 留 数 计算 , 复 积分 较 
之 实 积分 反而 更 加 方便 . 

不 过 , 这 里 还 有 某 些 重大 的 限制 ,而 且 这 一 方法 也 远 不 是 没有 
缺点 的 ， 首先, 被 积 函 数 必 须 是 解析 的 , 但 这 还 不 是 十 分 重大 的 限 
制 , 因为 在 通常 情况 下 求 积 的 都 是 初等 函数 ,它们 都 可 以 延 拓 到 复 
数 域 ,更 大 的 限制 是 复 积分 的 方法 具 适 用 于 积分 路 线 是 闭 曲 线 的 
情形 , 而 实 积 分 则 总 是 在 区 间 上 计算 的 ， 因 此 , 必须 应 用 特殊 的 方 
法 ,借以 把 问题 转化 为 沿 闭 曲线 的 积分 ， 可 以 采用 的 方法 很 多 ,但 
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它们 都 只 能 在 比较 特殊 的 场合 下 应 用 . 下面 我 们 将 以 典型 的 例子 
来 介绍 这 些 方法 ,不 过 ,应 当 声 明 , 对 这 些 方法 即使 精通 熟练 , 也 不 
能 保证 一 定 成 功 . 

1， 形 如 下 式 的 积分 ， 


人 Recosb sinb)d0， (51) 


其 中 被 积 函 数 是 cos 9 及 sin 9 的 有 理 函 数 ， 可 以 很 容易 地 用 留 数 
来 计 值 ， 当 然 ,这 些 积分 也 可 以 用 普通 积分 法 来 计算 ,但 一 般 都 很 
费力 。 作 代 换 z 一 es, 就 可 将 (大 ) 式 变 为 如 下 形式 的 线 积分 


于 C+) 刘 (- 习 全 
现在 只 须 确定 被 积 本 数 在 单位 国内 部 各 极点 上 对 应 的 留 数 即 可 得 
积分 的 值 . 
让 我 们 来 计算 


人 听 
人 G 十 cos 0 o>1 


的 值 作为 例子 ， 这 一 积分 的 积分 区 间 是 (0, w), 但 因 oosg 在 区 间 
(0, wm) 及 (wm, 2x) 上 所 取 的 值 相同 , 故 知 由 0 至 sw 的 积分 等 于 由 0 
至 2m 的 积分 的 一 半 ， 据 此 可 知 所 给 积分 等 于 


。 dz 
-让 2 十 262 十 了 
被 积 函数 的 分 母 可 分 解 为 (z 一 oa (* 一 6)， 其 中 w= 一 4+ VR-T， 
一 一 4 一 Mg-I， 显然 |a|<1, 18|>1 而 在 c 上 的 留 数 为 
1/(a 一 BB)， 故 积分 的 值 为 x/ VB. 
2. 形 如 下 式 的 积分 ， 


| R(2)d%, 


要 这 一 积分 收敛 , 必须 而 且 只 须 有 埋 函 数 RC(%) 中 的 分 母 的 次 数 至 
少 高 于 分 子 的 次 数 二 次 , 并 且 在 实 轴 上 没有 极点 . 标准 的 方法 是 
将 复 函 数 召 \z) 沿 着 一 条 由 直线 段 (一 p, p) 及 上 半 平 面 中 由 p 至 
一 P 的 半圆 组 成 的 闭 曲 线 进 行 积 分 ， _ 着 尽 够 大 ， 这 一 曲线 将 包 
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围 上 半 平 面 中 的 所 有 极点 , 对 应 的 积分 就 等 于 2 乘 以 上 半 平 面 
上 的 留 数 之 和 .， 当 p 一 2 时, 估计 表明 , 沿 着 半圆 的 积分 趋向 于 
零 , 因此 得 
人 Rv)adr = 2; > Res R(2), 
3， 同样 的 方法 可 应 用 于 如 下 形式 的 积分 ; 
全 Rw)er dg, (52) 
它 的 实 部 和 虚 部 确定 了 下 面 很 重要 的 积分 : 
人 Roy)ooseam | Be)sineaa。 (53) 
由 于 |e2|= 6 在 上 半 平 面 上 是 有 界 的 , 故 知 只 要 有 理 函 数 忆 (2) 在 
无 穷 远 点 具有 一 个 阶 数 至 少 等 于 2 的 零点 ， 划 沿 着 半圆 的 积分 仍 
然 是 趋 于 0 的 ， 于 是 得 
人 R(w)edv = 2ni 之 Res R(2)e™, 
当 ce 是 RCz) 的 单 零 点 时 ， 同 样 的 结果 也 成 立 。， 但 在 这 种 情 
况 下 应 用 半圆 就 不 方便 。 因为 第 一 , 估计 沿 着 半圆 的 积分 不 是 那 
么 容易 ; 第 二 ， 即 使 这 一 估 值 可 以 作成 ， 我 们 只 是 证 明了 区 间 
(一 p,， PpP) 上 的 积分 | 
| Root 
当 p 一 so 时 具有 所 需 的 极限 .事实 上 , 我 们 当然 是 要 证 明 
全 忆 (c)Jezdw 
当 有 1 及 下 独立 地 和 趋向 于 co 时 具有 一 极限 ， 在 前 面 的 例子 中 
并 不 发 生 这 样 的 问题 ,因为 事先 已 经 断定 积分 是 收敛 的 . 
为 了 证 明 这 一 点 , 可 沿 着 一 失 形 的 周 界 进行 积分 ,矩形 的 顶点 
为 耳 ，， 于 so 十 评 , 一 革 1 十 评 ， 一 1, 此 处 了 >>0, 只 要 下、 这 3 及 
了 足够 大 , 则 这 一 矩形 包含 上 半 平 面 上 的 所 有 极点 ， 在 这 一 假设 


下 |zB(z) | 是 有 界 的 ， 因 此， 沿 着 右面 的 重 直 边 的 积分 除了 常数 因 
子 外 ,将 小 于 


。 |56 « 


y Y 、 
全 < 主语 
最 后 一 个 积分 可 以 直接 算出 , 知 其 信 <1， 因 此 , 沿 着 右面 的 垂直 
边 的 积分 小 于 一 常数 乘 以 1/ 卫 ，， 对 于 左面 的 垂直 边 也 可 得 相应 
. 的 结果 ， 沿 着 上 面 水 平 边 的 积分 显然 小 于 eT 了 ( 子 1 十 对 2)/ 了 乘 以 
一 常数 ， 对 于 固定 的 节 1 及 中 ，, 当 了 一 00 时 , 它 趋向 于 零 , 于 是 
得 


Xa 
| 。 R(w)er dw ~— 2 > 及 es R(2)e” 
-4 Y> 


1 1 
<4( 训 + 吝 ) 
式 中 4 代表 一 常数 .这 一 不 等 式 证 明 , 在 RCco) =0 的 情形 下 ， 

人 B(v)er dw ni 之 Res R(2)e”. 


在 讨论 中 , 我 们 曾经 假设 R(z) 在 实 轴 上 不 具有 极点 ,因为 否 
则 ,积分 (52) 就 没有 意义 ,不 过 ,如果 RR(z) 具 有 与 sinw 或 cosw 零 
点 相 重合 的 单 极 , 则 (53) 式 中 可 有 一 个 积分 存在 ， 举 例 来 说 , 设 
R(z) 以 z 一 0 为 一 单 极 . 则 (58) 的 第 二 个 积分 具有 意义 ,应 予 计 值 . 

应 用 与 前 面 同样 的 方法 , 但 所 用 的 积分 路 线 应 避 过 原点 , 这 可 
在 下 半 平 面 上 作 一 个 小 的 半圆 ， 其 半径 
为 68, 如 图 412 所 示 。 容易 看 出 , 只 要 
玉 1、 节 及 了 足够 大 而 6 足够 小 ， 则 这 
一 闭 曲 线 将 包含 上 半 平 面 上 的 所 有 极点 
及 原点 处 的 极点 ， 除 此 之 外 , 别 无 其 他 . 
设 0 上 的 留 数 为 B， 因 此 可 令 BR(s)e* 
一 B/z 十 Bo(s)， 其 中 Ro(z) 在 原点 解析 ， 图 4 地 
第 一 项 沿 半圆 的 积分 等 于 wiB, 而 第 二 项 的 积分 则 随 6 同时 趋 于 
0。 从 此 得 


lm| - + Rw)e* ds = 2ni|S Res Rs)e+ i 上 
y>0 2 


20) -= 
左边 的 极限 称 为 积分 的 Cauchy 主 值 ， 虽 在 积分 本 身 不 具有 意义 
的 时 候 , 它 也 存在 ， 在 上 式 的 右边 , 包含 有 0 上 留 数 的 一 半 , 这 就 
好 象 说 , 这 个 极点 的 一 半 是 在 上 半 平 面 上 ， 


一 如 十 1 了 2 十 诬 


157，。 


对 于 在 实 轴 上 具有 若干 个 极点 的 一 般 情形 , 我 们 有 
pr. vy. 全 R(w)e* qaw = 2m Res R(2)e*+t+ors 名 Res 玉 (z)6ea ， 


式 中 的 记 法 是 一 望 而 知 的 ， 主 要 假设 是 , 所 有 位 于 实 轴 上 的 极点 
都 是 单 极 点 , 而且 必 须 设 ER(oo) =0. 
作为 最 简单 的 例子 ,我 们 有 


- oo i 
e 。 
PIT. V， -二 dr = i, 


将 实 部 与 虚 部 分 开 , 可 知 上 式 的 实 部 是 很 平凡 的 , 因为 被 积 式 是 奇 
函数 .在 虚 部 中 不 必 取 主 值 , 而 由 于 被 积 式 是 偶 函 数 , 故 


”Sno ， mn 
| w -do= 2 


包含 有 因子 cos"z 或 sin"w 的 积分 可 用 同样 方法 计 信 .事实 
上 , 这 些 因 子 可 写成 eos mw 及 sin me 的 线性 组 合 , 对 应 的 积分 可 
通过 变数 变换 而 转化 为 (52) 的 形式 ， 

Co BR ( 它 ) er dw». 
4， 下 面 考虑 形 如 下 式 的 积分 
| Rs) dw, 

其 中 指数 a 是 实数 ,可 假设 这 一 指数 的 值 位 于 区 间 0<x<d 中 .为 
了 保证 收敛 ,Rs) 在 oo 处 应 具有 一 个 阶 数 至 少 为 2 的 零点 , 而 在 
原点 处 至 多 只 能 有 一 个 单 极点 . 

这 种 积分 的 特点 是 zR(z) 并 不 为 单 值 的 。 但 这 正 是 对 它 可 
求 0 至 oo 的 积分 的 原因 . 

最 简单 的 方法 是 先 作 代 换 2 一 纪 ， 将 积分 变换 成 如 下 形式 ， 

2 tr1R CE) At. 

从 鲨 数 **” 中 可 选 定 幅 角 位 于 一 wa 及 3xa 之 间 的 一 支 ; 它 在 弃 去 
负 虚 轴 所 得 的 域内 有 定义 且 解 析 。 只 要 我 们 能 避 过 负 虚 轴 , 我 们 
就 可 以 对 函数 wR(z?) 应 用 留 数 定理 。 我 们 所 用 的 闭 曲线 由 下 
列 各 部 组 成 : 正 实 轴 和 负 实 轴 上 的 两 个 线段 ,上 半 平 面 中 的 两 个 半 
“， 扩 8 。 


圆 , 一 个 很 天 , 一 个 很 小 , 如 图 4_13 所 示 。 在 我 们 的 假设 条 件 下 ， 
不 难 证 明 沿 着 半圆 的 积分 趋 于 零 。 天 此 应 用 留 数 定理 ,得 到 积分 


(Bd tt os) RC) de 
-的 信 ， 但 (一 ”一 oewx， 故 积分 等 于 
(1— gaia) | zt1R(22) Gz. 


由 于 前 面 的 因子 关 0， 故 最 后 确定 所 求 积分 的 值 是 完全 可 以 办 到 
的 . 


4-13 . 图 414 


”要 计算 积分 , 需要 确定 2*118(w*) 在 上 半 平 面 上 的 留 数 .这 与 
srR(z) 在 整个 平面 上 的 留 数 相同 。 在 实用 上 ， 可 不 必 先 作 任 何 代 
换 , 直接 沿 图 4-14 所 示 的 闭 曲 线 求 函 数 *RCz) 的 积分 ， 这样， 就 
需 应 用 的 一 个 分 支 , 其 幅 角 位 于 0 及 2wa 之 间 . 这 一 方法 需 作 
一 定 的 验证 , 因为 它 与 留 数 定理 的 假设 并 不 一 致 ， 验 证 的 方法 是 
很 普通 的 , 在 此 不 袭 述 了 . 
5. 我 们 提出 下 列 特殊 积分 的 计算 作为 最 后 一 个 例子 , 即 
Jelogsin 6a6. 

考察 函数 1 一 exe= 一 2gez sing。 从 表示 式 二 一 ea 一 1 一 e-2(cos 92% 
+isin 2g) 可 知 ， 这 一 函数 只 在 “一 nr， y<0 时 是 负 实 数 。 因此 ， 
函数 1og (1 一 es2) 的 主 支 在 弃 去 这 些 半 直 线 后 所 成 的 域内 是 单 什 
而 解析 的 .对 顶点 为 0, mw, 十 记 , 这 的 矩形 应 用 Oauohy 定理 ; 
但 应 避 开 点 0 及 w, 为 此 可 在 这 两 点 处 作 半 径 为 8 的 四 分 之 一 小 
加 


。159。 


由 于 周期 性 , 沿 垂直 边 的 积分 互相 抵消 ， 当 了 ->oo 时 , 沿 上 
面 水 平 边 的 积分 趋 于 零 ， 而 当 3->0 时 ， 沿 四 分 之 一 小 圆 的 积分 
也 趋 于 零 . 实际 上 , 由 于 对 数 的 虚 部 是 有 界 的 , 所 以 只 要 考虑 其 实 
部 就 可 以 了 ， 从 z 一 0 时 |1-e*|/|z| 一 2 可 见 log|1-ex| 象 
log 5 一 样 趋 于 无 穷 ， 又 因 810g 6 ->0， 故 沿 着 原点 近 旁 四 分 之 一 
小 圆 的 积分 趋 于 零 . 

在 顶点 z 附近 也 可 应 用 同样 的 证 明 ， 于 是 得 


人 log( 一 25ez sin ws=0. 


,如 取 loge* 一 iw， 虚 部 位 于 0 与 x 之 间 ， 因 此 ， 为 了 求 得 虑 部 在 
一 zt 与 vw 之 间 的 主 支 ， 必 须 令 log( 一 让 ~ 一 mi/2。 于 是 方程 可 写 
成 如 下 形式 : 


mlog2 一 ( 写 ) 计 | logsinodot (全 )i-0, 


从 而 得 jlogsin ods— 一 maog2. 
习 题 

“1. 家 的 拉 点 与 

@) pr We © i 

Cd) oots, (9 二 为 正 整数 ). 
3 试 证 明 5.3 节 例 3 中 的 积分 可 以 扩展 为 尖 一 直角 等 边 三 角形 的 职 
i 试用 留 数 方法 计算 下 列 积分 : 

he lal>l, (Cb) ri 

(©) 让 2 dz， 4 为 实数 ， (人 ) » aas dx, a 为 实数 
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 《g) TT dx, (hy | Gr-tlogeds, 


Gi) 扯 logQt+e) -名 > (0<a<2)，( 斌 作 分 部 积分 .》 


4. 计算 | Ts, lal#p. 
[提示 : 用 史 一 P? 把 积分 变 成 一 个 有 理 函 数 的 线 积分 .] 
“5. 有 了 时 可 用 复 积分 米 计 算 面积 分 ， 作为 说 明 , 试 证 , 如 果 fCz) 当 |zl 
<1 时 解析 且 有 界 ,又 若 | <1 则 
-工人 feardy 
j= J SY. 
.注意 : 这 称 为 Bergman 核 公式 。 为 证 明 这 个 公式 ， 将 面积 分 表 成 极 付 
标 , 然后 把 内 层 的 积分 变换 成 一 个 线 积分 , 可 用 留 数 计算 . 


-6 调和 函数 


一 个 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 是 共 罗 的 调和 函数 ， 因 此 , 有 关 
解析 函数 的 所 有 定理 也 是 一 对 共 示 调和 和 玄 数 的 定理 ， 不 过 , 调和 
函数 有 它 本 身 的 重要 性 ， 而 且 它 们 的 研究 常 不 能 用 复 分 析 方法 来 
简化 . 这 一 点 ,在 共 罗 调 和 簿 数 不 是 单 值 冰 数 时 尤为 突出 ， 

在 这 一 节 里 ， 我 们 把 有 关 调 和 函数 与 Cauchy 定理 紧密 联系 
的 某 些 事实 汇集 在 一 起 。 至 于 调和 函数 更 精致 的 性 质 , 则 待 下 一 
章 介绍 ， 


6.1 定义 和 基本 性 质 


在 域 @ 内 定义 且 单 值 的 实 值 函数 wo) 或 wz， 力 称 为 在 内 
调和 , 或 称 为 位 函数 , 如 果 它 本 身 及 其 一 阶 . 二 阶 偏 导数 在 口中 过 
续 , 并 且 满 足 Laplace 方程 


Au 


-0 (54) 


. 人 
后面 我 们 将 会 看 到 ,这 里 的 正则 性 条 件 是 可 以 减弱 的 , 但 这 一 点 并 
不 重要 ， 


。161， 


机 个 调和 通 数 的 和 以 及 一 个 调和 务 数 的 常数 借 数 仍然 是 调和 
函数 ,这 可 由 Laplaoe 方程 的 线性 性 质 推出 ， 最 简单 的 调和 函数 
“是 线性 函数 qz 二 2， 用 家 从 标 (r，0)， 方 程 (54) 变 为 


8 ( ou) Br _ 
7 WE 


这 站 明 log7 是 一 调和 函数 ， 而 且 表 明 , 任 一 只 依赖 于 7 的 调和 函 
数 必 具有 logr 十 5 的 形式 . 幅 角 2， 只 要 它 能 唯一 地 定义 , 也 是 
调和 的 . 

如 在 2 内 调和 , 则 


Ou ， Bw 
f(z) Ry (55) 


~ Ou OU ps 
必 人 解析， 因为 令 U = 二， = By 我 们 得 到 


eV Do 多 


By roy Or 
应 当 记 住 , 这 是 从 调和 画 数 过 渡 到 解析 函数 的 最 自然 的 方法 . 
从 (55) 可 得 微分 
Ou Ou Ou, 


fae— (Pe dt+ 字 噶 )+ 认 一 各 drt dy). (50) 
在 上 式 中 , 实 部 是 % 的 微分 ， 
ow 


Ou 
d= ty ay. 
”如 ww 有 一 共 罗 调和 函数 %, 则 虚 部 可 写成 如 下 形式 ， 
.0% Ov ou Ou 
一 dz 十 动 允 一 ET dw 7 Cg. 
不 过 ,一般 并 没有 单 信 的 共 狗 函数， 因此 最 好 不 用 记号 gw。 代 痊 
它 的 有 


@@ 方程 的 这 一 形式 对 7 一 0 不 适 月， 
*162。 


并 称 "du 为 tu 的 共 轿 微分 ， 从 (56) 得 到 
fdz=dut ddu. on 

根据 Cauchy 定理 可 知 , fgz 沿 着 在 内 同调 于 零 的 任 一 
链 的 积分 等 十 零 ， 另 一 方面 , 正 合 微分 叹 汪 任 何 亲鱼 的 如 分 等 
于 零 ， 故 从 (57) 可 知 ,对 于 在 内 同调 于 零 的 所 有 闭 链 y， 

| 他 -| -有 m+ 融 面 -0 (58) 

(58) 式 中 的 积分 有 一 重要 的 解释 , 应 当 在 此 提 一 提 ， 令 7 为 
一 正则 曲线 ， 其 方程 为 :一 z(t)， 切 线 的 方向 由 角 a==argz'({) 确 
定 ,我 们 可 令 dz= |dz|cosa, dy 一 |dz|sina， 指向 切线 右 方 的 法 线 
的 方向 为 B=a 一 w/2, 因此 cosc 一 一 sinB，sin m=e0sB。 表达 式 

狂 - 噬 B+ 他 
是 4% 的 一 个 方向 导数 ， 就 是 关于 曲线 ? 的 右 法 向 导数 . 于 是 得 到 
“du = (Ou/On) |dz|, 而 (58) 式 可 写成 如 下 形式 ， 
| 党 [js| = (59) 

“这 是 古典 的 记 法 。 这 一 记 法 的 主要 好 处 是 Bu/an 实际 表 出 了 
垂直 于 7 的 方向 内 的 变化 率 . 例如 , 如 ?为 一 取 正 向 的 圆 ，|*| 一 加 
则 2uw/en 就 可 用 偏 导 数 2u/pr 来 代替 .. 这 一 记 法 的 缺点 就 是 (59) 
式 已 不 是 一 普通 的 线 积分 ， 而 是 一 个 关于 弧 长 的 积分 。 由 于 这 一 
原因 ,古典 记 法 在 同调 论 中 不 很 适用 ,还 是 应 用 记 法 “qu 为 好 . 

在 一 个 单 连通 域内 ，*du 沿 所 有 闭 链 的 积分 都 等 于 零 , 而 芭 则 
具有 一 单 值 的 共 因 函数 %， 这 一 沙 数 除了 一 个 附加 的 常数 外 ， 可 
以 完全 确定 。 在 多 连通 的 情形 ， - 共 罗 函数 具有 对 应 于 同调 基底 上 

的 闭 链 7 的 周期 : 


| | Yl. 
ye 3 . 
对 于 一 个 对 调和 函数 , 公式 (58) 有 一 重要 的 推广 设 公 及 内 


为 2 内 的 调和 函数 ， 可 以 断言 ， 对 于 在 中 同调 了 零 的 等 一 闭 链 
7 必 有 
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| wr data wa du = 0 (60) 
Y1 


根据 第 4.6 节 的 定理 16， 我 们 只 要 对 Y=9R 证 明 公式 (60) 就 够 
了 ， 此 处 瑟 为 中 的 一 个 和 矩形， 在 及 中 , wi 及 wo 具有 单 值 的 共 
轿 函 数 %4 及 vs, 因此 可 写作 
wt” a— Ws i= da — Ua dV4 = Ui V3+ V1 Gua — (ta), 
焉 处 ，d(%wa21) 为 一 正 合 微 分 ,而 VQvs 十 V3 Qua 是 
(+ ow1) (ust od vs) 
的 虚 部 。 最 后 一 微分 可 写成 Fifa Gz 的 形式 ， 其 中 F(z) 及 fa(z) 
都 在 鼠 上 解析 .根据 Cauchy 定理 , Fifadz 的 积分 等 于 零 , 因此 
其 虚 部 的 积分 也 等 于 零 ， 故 知 (60) 式 对 y=8B 成 立 , 这 就 证 明了 
下 面 的 定理 
定理 19 设 uu 及 都 在 域 如 内 调和 , 则 对 于 在 内 同调 于 
罕 的 任 一 闭 链 六 必 有 有 / 
[5 Ga 一 Wo dn =0. (60) 


如 乌 =1 而 w=w%w, 则 上 式 化 成 (58) 式 .如 用 古典 记 法 ，(60) 


式 可 写成 
(Re 2 — dus Se ) ae| ~0, 


6.2 均值 性 质 


现在 我 们 来 应 用 定理 19, 令 以 log7, ws 一 w, 4 在 |z| <p 中 
调和 .。 取 有 筷 圆 盘 0 达 |z| <p 作为 8, 闭 链 Ca 一 Co 作为 7, 此 处 
0; 是 一 取 正 向 的 图 iz| =7;<<p. 在 加 |z| 一 + 上 ,有 

| ‘du=7 (wu/0r) ad, 
因此 ,由 (60) 得 

gr |。 ri wg—|, uag=logra| ra mg-|. vw ao, 
换言之 , 表达 式 
， Ow 
| v0 -- ver),, 外 责 观 
e 164， 


是 一 常数 ， 这 一 点 即使 在 所 给 的 炎 只 在 一 个 环形 域 中 调和 时 也 正 
确 ， 同 样 , 从 (58) 可 知 ,如 果 %% 在 一 环形 域 中 调和 , 则 


Ow 
|,, 7 环形 


是 一 常数 ,而 若 % 在 整个 圆 盘 内 调和 , 则 等 于 零 . 合并 上 述 结果 ， 
就 得 到 : 
i 二 个 调和 函数 在 同心 圆 |z| 一 "+ 上 的 算术 平均 是 


+ 


1 


1 . 
|， _ w=alogr+p, (6D 


又 如 果 在 一 加 大 内 为 调和 , 则 0, 而 的 算术 平均 是 一 常数 
在 后 一 情形 , 根据 连续 性 , 8 一 w(0), 变换 到 一 个 新 的 原点 后 ， 
得 到 


w (20) -去 | 2 (20 十 re2)00. (62) 


公式 (62) 显 然 也 可 直接 从 第 3.4 节 中 的 解析 函数 的 对 应 公式 
(34) 中 导出 。 这 就 直接 引出 了 调和 函数 的 极 值 原理 ， 
定理 红 一 个 不 等 于 常数 的 调和 本 数 在 其 定义 域 中 寻 没 有 


是 
ee 


“这 一 是 副 的 证 表 和 解析 函数 极 信 原 理 的 证 明 相 仿 ， 在 此 不 重 
复 了 . 它 也 可 应 用 于 极 小 值 的 考虑 , 因为 ,如 为 调和 函数 , 则 一 % 
也 必 是 调和 函数 ， 在 解析 函数 的 情形 , 要 作 相 应 的 处 理 就 必须 将 
极 值 原理 应 用 于 /js)， 但 这 是 不 恰当 的 ,除非 ,sz) 关 0， 注 意 ， 
解析 应 数 的 极 值 原理 可 从 调和 函数 的 极 值 原理 导出 ， 只 要 将 后 痢 
应 用 于 1log|f (2)1 即 可 ,这 一 函数 在 A(z) 关 0 时 是 调和 的 ， 


习 是 


, 设 x 在 0<1s|<p 中 有 界 且 调和 ,求证 原点 是 &% 的 可 去 奇 点 , 这 就 是 
说 ， 3 wu(0) 经 适当 定义 以 后 , % 变 成 在 |s|<p 中 调和 ， 
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， 2. 设 f(s) 在 圆 环 71<1z|<<7s 中 解析 ， 并 在 闭 圆 环 上 连续 。 当 lj =， 
时 ,以 型 (六 表 js)| 的 最 大 值 , 试 证 明 
MO EM NM ra)T®, 
其 中 a=log(7s/7?) :log (ro/71) 《Hadamatd 三 贺 定 理 )， 并 讨论 等 号 成 了 并 的 
情形 ，[ 提 示 ; 对 log|#(2)| 和 iog|z| 的 一 个 线性 组 合 ,应 用 极 值 原理 .] 


6.3 Poisson 公式 


极 值 原理 具有 一 个 如 下 的 重要 推论 ， 设 w(z) 在 一 个 有 界 闭 - 
集 马上 连续 , 并 在 召 的 内 部 调和 , 则 这 一 函数 将 由 它 在 召 的 边界 
上 的 值 唯一 地 确定 。 实际 上 ， 如 设 ww 及 ws 为 两 个 具有 同样 边 值 
的 调和 函数 , 则 tm 一 ws 将 是 边 值 为 0 的 调和 函数 ， 应 用 极 值 原理 
可 知 亿 一 细 应 在 召 上 恒 等 于 零 . 

这 里 产生 了 当 包 的 边 值 已 经 给 定时 , 如 何 求 出 % 的 问题 ， 在 
这 方面 , 我 们 将 只 对 最 简单 的 情形 , 即 对 一 个 闭 的 圆 盘 , 给 出 问题 
的 解 . 

公式 (69) 确定 在 加 从 中 心 的 人 这 正 是 我 们 所 需要 的 ， 因 
为 存在 一 个 线性 变换 ， 它 可 把 任何 一 点 变 到 圆心 ， 为 明确 计 ， 设 
wu(z) 在 闭 圆 盘 |*| 过 总 中 调和 , 线性 变换 

RIRt+G 
2 让 ， 

将 | <<I| 映 成 jz| 志 RBR; 以 点 5 一 0 与 点 4 二 48 对应， 函数 wCSCL)) 
在 ||l<1 中 调和 ， 根据 (62), 得 到 


wo -二 | ,uCS(C)) dargt. 


从 
R(z— 3 
4 一 a 
计算 
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代入 瑟 = 友 , 则 最 后 一 式 中 dg 的 系数 可 改写 为 


2 0 R’— |ol? 
Zs + 3 Zz - 4 
2 一色 iz—@| 
了 (2 2+02)- 多 十 个 
二 2 0 1= Re 和 
或 2\2—6 + z—a & 一 G“ 


于 是 得 到 Foisson 公式 的 两 种 形式 如 下 : 


wg) 一 二 1 站 | 


_1 2 二 yy, 
-~ 2 Re -2&ul)00， (68) 
在 极 坐 标 系 中 ， 
4p 27 BR?—7? 
wre?) — pa BR*—2rRecos(d —9) + “(Be® )d. 


“在 导出 Poisson 公式 的 过 程 中 ， 我 们 假设 了 w(z) 在 闭 圆 盘 
中 调和 .但 是 ,在 较 弱 的 条 件 : (在 开 圆 盘 中 调和 ， 在 闭 圆 盘 中 
连续 之 下 , 结论 仍 是 正确 的 . 事实 上 , 如 果 0<?<1, 则 w%(xz) 在 闭 
圆 盘 中 调和 ， 于 是 得 到 


(7PG) 一 1 让 | .3 _ 二 vrz)a0. 


2 
轴 在 我 们 天 的 扩 7 趋 于 41. 二 wl%) 在 |z I< 有 上 一 致 连 
续 , 因此 , 对 于 |z| 一己 一 致 地 有 ww(72)->w(z)， 故 知 (638) 保 持 正 
确 。 - 
我 们 把 这 结果 靖 述 成 如 下 定理 ， 
定理 哟 ”假设 wz) 在 jz| < 内 调和 ,在 jz| < 上 连续 ， 风 
对 所 有 |a| < 及, 醒 有 


We er (4) 
由 这 定理 立即 得 到 的 共 思 函 数 的 一 个 明显 表达 式 。 实际 

上 ， 由 公式 (63) 得 
wo 一 Re 5 | :| = 也 -和 wt) 学 | (65) 


方 插 号 内 的 表达 式 当 jzj< 卫 时 是 z 的 一 个 解析 函数 ， 由 此 推 知 
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w() 是 


《十 Li 
f(z) = | un zu(f) 中 全 + (66) 


的 实 部 ， 其 中 是 一 个 任意 的 实 常数 ， 这 一 公式 称 为 Schwarz 公 
式 . 


作为 (64) 的 一 个 特殊 情形 ， 注 意 &%- 工 给 出 
| Bll gg 2 (67) 


lzl=R [|z—al? 


对 所 有 的 |a| < 五 成 立 . 
6.4 Sehwarz 定理 


定理 22 可 用 以 将 一 个 给 定 的 调和 函数 通过 它 在 一 个 圆周 上 
的 值 来 表达 ， 但 是 公式 (64) 的 右 端 当 % 在 Iz|=R 上 有 定义 时 ， 
只 要 是 充分 正规 的 ， 例如 是 逐 段 连续 的 ， 就 有 意义 、 象 在 (65) 中 - 
一 样 ， 积 分 仍 可 写成 一 个 解析 函数 的 实 部 ， 因 此 它 是 一 个 调和 函 
数 ， 问 题 是 ， 它 在 |z| = 情 上 是 否 有 边 信 (2)? 

有 理由 来 浴 清 一 下 记号 ， 取 及 =1， 对 于 0<90<2w 中 的 任 一 
返 段 连续 函数 口 (9)， 定 义 

PoG@- 艺 | Re te 2 (0)a0, 
并 称 它 为 U 的 Poisson 积分 ， 注 意 ， PC) 不 仅 是 2 的 函数 ,而 且 
还 是 函数 品 的 函数 ; 称 它 为 一 个 泛 函 ， 如 
Poiv= Pvt+ Py, 


并 对 一 个 常数 6 有 
Pu=6¢ Py, 
， 则 称 这 一 泛 函 是 线性 的 ， 此 外 , 之 0 就 意味 着 Py(z)>0; 

由 于 二- 性 质 , 所 以 称 Po 为 正 线性 泛 函 . 

从 (67) 可 推 得 P.=e。 从 这 一 性 质 ， 连 同 泛 函 的 线性 和 正 的 
特性 , 使 我 们 得 出 结论 ， 不 等 式 m<U<M 将 导致 m<Pv<MM. 

边 值 的 问题 是 用 下 列 基本 定理 来 处 理 的 ， 这 定理 是 HH. A. 
Sohwarz 首先 证 明 的 ， 
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定 香 28 只 要 函数 也 在 96 处 连续 ， 则 函数 Po(z) 在 |z| < 
六 调和 ， 上 且 
lim Po(z) ~U (Oo). (68) 


我 们 已 经 指出 ，Po 是 调和 的 .为 了 研究 边界 性 态 ， 设 Oi 和 
CO。 是 单位 圆 上 两 段 互 余 的 弧 , 并 以 Di 表示 在 Cy 上 等 于 万 而 在 Cs 
上 等 于 零 的 函数 ， 以 Us 表示 在 Cs 上 等 于 如 而 在 C1 上 等 于 零 的 
函数 .， 显 见 Pv = Py,+Po,. 

由 于 Po, 可 以 看 作 沿 着 Cu 的 一 个 线 积 分 ， 故 根据 前 面 同样 
的 理由 , 它 除 闭 弧 Cs 之 外 处 处 调和 对 于 2 天 er, 表达 式 

Re el 十 2 1—|z|? 
Eg [2 
在 |s| = 工 上 等 于 零 。 故 知 Po, 在 开 弧 03 上 等 于 夫 ， 又 因 它 是 连 
续 的 , 故 当 和 >eecECs 时 ， Po,(2)-—>0. 

要 证 明 (68)， 可 设 TI(bo) 一 0， 因 为 如 果 情 形 不 如 此 ， 则 只 
须 以 可-U(90) 代 口 即 可 ,给 定 一 个 s>0, 可 以 找到 Cs 和 Ca 使 
得 om 是 Cs 的 一 个 内 点 ， 并 对 于 eeECa, 有 1(0) | 过 se/2， 在 这 
一 条 件 下 ， 对 于 所 有 的 0, 必 有 |Ua(9)|<s/2, 因 此 ,对 于 |z| < 款 
就 有 |Po,(z) | 二 s/2， 另 一 方面 ,由 于 Uz 连续 并 在 em 处 等 于 零 ， 
故 存在 一 个 3， 只 要 |* 一 ee|<3， 便 有 | Pr(o)|1< s/3、 由 此 可 

知 ,只 要 |z| 天 十 |z— ei9| <6, 就 有 |Pv(2) | 所 | Pi, |+ |P,,| <s, 这 
就 是 所 要 证 明 的 . ow 

Poisson 公式 有 一 个 有 趣 的 几何 解释 ， > 
也 是 Schwarz 提 出 的 ， 给 定单 位 癌 内 部 一 
个 国定 点 2 对 每 一 办 ， 确 定点 es"*， 使 
er, z 与 0 在 一 直线 上 (图 4-15)， 经 几何 
考察 或 通过 直接 计算 ,有 

一 |2|2 一 | 6 一 2 [ee*—z|. (69) er 
但 (e* 一 2)/ Ce” 一 z) 是 负 的 , 故 必 有 
1~— |#|?=— (es—%) (60-0*—2). 


把 0" 看 作 9 的 函数 进行 求 导 ， 由 于 z 是 常数 , 故 得 
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esd0 _ e-t dO 


6 一 多 e-i 一 2 
取 绝 对 值 , 得 
5 rs |. 《70) 
从 (69) 和 (70) 得 1 
1 一 | 2 _ a 
Iles—z|* dy 
因此 z 


Pu(2) = 去 | D0) a 二 -| U(0)a0. 


换言之 ,为 求 Pv(z), 可 将 (8) 的 每 一 个 值 换 为 2 对 面 的 点 上 的 
值 ， 并 党 贺 取 平均 但 即 可 ， 


习 题 
1. 设 U(E) 对 所 有 实 的 £ 是 逐 段 连 续 而 有 界 的 , 证 明 
Po -tr 0 
表示 上 半 平 面 中 的 一 个 调和 函数 ， 在 连续 点 有 边 值 VCE)( 半 平面 的 Poisson 
积分 )， 
2. 证 明 ， 在 上 六 平面 中 调和 而 有 界 ， 在 实 轴 上 连续 的 应 数 可 以 表 成 
个 Poisson 积分 (习题 TD 
注 ， 无 穷 远 点 的 出 现 增加 了 困难 , 因为 我 们 不 能 直 接 对 4 一 P, 应 用 极 值 
”原理 . 一 个 好 的 尝试 是 对 >0 应 用 极 什 原 理 于 一 P。 一 ey, 记 住 要 令 8 趋 于 
零 ， 这 几乎 总 是 可 行 的 , 因为 当 y->0 时 函数 趋 于 0, 而 当 妇 >co 时 , 函数 趋 于 
~ oo, 但 当 |z|->ee 时 就 不 能 控制 ， 试 证 明 ; 若 应 用 于 weIm( V 广 )， 
则 推理 可 成 功 地 作出 . 
3. 在 习题 工 中 , 假设 在 0 有 一 个 跳跃 ,例如 DC+0) -0, UC 一 0) =1. 
试 证 明 ， 当 40 时， Po(z) -二 args 趋 于 0。 试 将 结果 推广 到 任意 跳跃 和 
- 贺 的 情形 . 


4. 设 C4 及 Co 为 单位 加 上 两 殿 互 余 的 弧 , 在 01 上 , 令 0= 1, 在 Ca 上 ， 
令 口 =0。 试 求 Po(s) 的 显 式 ， 并 证 明 那 段 与 G1 相对 、 由 过 = 及 的 两 端 
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点 的 直线 所 截 出 的 弧 的 长 度 等 于 2xPy(e》. 

5. 求证 均值 公式 (62) 对 =log|1 十 下 入 二 0, 7 二 1 仍 成 立 , 应 用 这 -- 
点 ,计算 积分 

[logsin 0a0. 

6. 若 js) 在 全 平面 内 解析 , 并 设 seo 时 etRef(e)-0, 试 证 了 是 一 党 
数 。 [提示 ， 使 用 (66).] 

7. 车 Je) 在 -的 一 个 邻 域 中 解析 ,并 设 *_> oo 时 4-1 Re js)->0, 试 证 
Jim f(z) 存在 ， (换言之 ,在 oo 的 弧 立 奇 点 是 可 去 的 ). [提示 ， 首 先 用 
Cauchy 积分 公式 证 明太 一 户 士 刀 其 中 随 s -> co， 户 (8)->0, 为 (的 在 全 平面 内 
解析 ; ] 

8. 车 vs) 在 0<12| <p 上 调和 并 且 lim mw(8) 一 0， 试 证 明 w 可 写成 形 
式 we) =alog|s|+w(s), 其 中 是 一 常数 ,un 在 |s|<p 中 是 调和 的 ，[ 提 
示 ; 选取 a 如 (61)、 然 后 证 明 w 是 一 个 解析 函数 六 Cs) 的 实 部 ,并 用 上 一 习 
题 得 出 结论 : 在 0 的 奇 点 是 可 去 的 .] 


6.5 对 称 原 理 


对 称 原理 或 反射 原理 的 一 种 初等 情形 已 在 线性 变换 中 讨论 过 
(第 3 章 3.8 节 ). 另外 ,还 有 许多 更 为 一 般 的 形式 ,都 是 由 五. A. 
Schwarz 首先 阐述 的 . 

反射 原理 的 依据 是 : 若 w(z) 是 调和 函数 , 则 ww(z) 也 必 是 调和 - 
函数 , 若 fs) 是 解析 函数 , 则 F(2) 也 必 是 解析 函数 ， 更 精确 地 说 ， 
若 w(2) 在 域 Q 内 调和 ,在 2 内 解析 , 则 作为 z 的 函数 ,w(2) 必 
在 域 2" 内 调和 , f(z) 必 在 域 0* 内 解析 ,这 里 是 由 2 对 实 轴 
反射 而 成 的 ; 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 zEQ 时 EQ. 这 些 叙 述 可 由 
通常 的 核验 来 证 明 . 

考虑 一 个 对 称 区 域 的 情形 ， Cr" 一 2 由 于 9 是 连通 的 , 它 必 
与 实 轴 沿 至 少 一 个 开 区 间 相 交 ， 设 f(z) 在 2 内 解析 ， 并 设 
(2) 至 少 在 实 轴 的 一 个 区 间 处 是 实 的 . 由 于 f(z) 一 f(z) 是 解析 
的 , 并 在 实 轴 上 等 于 零 ,因此 它 必 在 @ 内 恒 等 于 零 , 于 是 在 Q 内 
jG) 一 f(z) .用 记号 f=w+iw, 这样 就 有 wz) 一 w(z),， (2) 二 
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一 4(s)， 

这 是 重要 的 , 但 确切 地 说 , 还 是 一 个 较 弱 的 结果 ， 因 为 我 们 候 
设 了 f(x) 在 全 台 内 已 知 是 解析 的 ， 现 在 记 9 与 上 半 平 面 的 交 为 
Q+、 9 与 实 轴 的 交 为 o. 假设 F(z) 在 QrUo 上 有 定义 ,在 Qt 内 
解析 ,在 c 上 连续 并 且 是 实 的 .在 这 些 条 件 下 ,我 们 来 证 明 ,Ga) 
是 一 个 在 全 2 内 解析 并 满足 对 称 条 件 f(2) = 了 Cz) 的 函数 限制 在 
9+ 上 的 约 东 换言之 我 们 的 定理 的 一 部 分 断言 f(z) 具 有 一 个 扩 
张 到 Q 的 解析 延 拓 ， ， 

即使 在 这 一 阐述 中 , 假设 仍 是 太 强 了 ， 事实 上 , 主要 的 是 要 求 
虚 部 v(%) 在 o 上 等 于 零 , 至 于 实 部 , 那 就 不 需 作 任何 假设 .所 以 ， 
在 反射 原理 的 确切 披 述 中 , 侧重 点 是 在 调和 函数 上 . 

定理 路 设 2+ 是 一 个 对 称 区 域 避 在 上 半 平 面 的 部 分 ，c 是 
实 轴 在 @ 中 的 部 分 .假设 ve) 在 2+ Uc 中 连续 ; 在 92+ 中 调和 而 
在 "上 等 于 夫 则 "具有 一个 扩张 9 的 调和 延 拓 ， 清明 类 


0, 


se 


se 


为 证 明 这 个 定理 ， 作 高 V(z), 使 在 人 ot 内 等 于 v2), 在 co 上 
等 于 零 ,而 在 2+ 的 镜 象 中 等 于 一 oCz)， 我 们 要 证 明 % 在 o 上 调 
和 .对 于 点 coEa, 考 虑 一 个 中 心 wo 含 于 如 中 的 圆 盘 ,以 Pr 表示 
相对 于 这 一 圆 盘 的 由 边 值 六 组 成 的 Poisson 积分 . 差 六 一 Py 在 
圆 盘 的 上 半 部 分 内 是 调和 的 .根据 定理 23, 它 在 半圆 周 上 以 及 在 
直径 上 都 等 于 零 。 因 为 按 定义 , ->0, 而 按 对 称 性 , Py 等 于 零 . 
极 值 原理 草 涵 着 在 上 半圆 盘 中 亚 =- Pr, 而 对 下 半圆 盘 , 可 重复 同 
样 的 证 明 , 因此 得 出 结论 : 在 整个 圆 盘 中 调 和 ,特别 是 在 m 调 
和 ， 

至 于 定理 的 余下 部 分 , 仍 考察 中 心 在 c 的 一 个 圆 盘 . 我 们 已 
经 将 "扩张 到 整个 圆 盘 , 并 且 Y 在 同一 圆 录 中 有 一 共 力 调 利 函 数 
一 如 ,对 它 , 可 加 以 正规 化 而 使 在 上 半圆 盘 内 wo 一 Ref(z)， 考 虑 

Uo(#) 一 wm(G) 一 (2)。 
显然 ,在 实 直 径 上 27waz=0, 又 
"172 。 


ao -au o_o 
Oy Oy Ox 

由 此 可 知 解 析 函 数 9Uo/2w 一 28 Uo/ay 在 实 轴 上 等 于 零 ， 因 而 恒 
等 于 零 ， 所 以 是 一 常数 ,而 这 一 常数 显然 是 零 ， 这 样 就 证 明了 
Wolz) 一 人 (2). 

这 构造 可 对 任意 圆 盘 重复 做 ， 显 然 , 在 互相 交 选 的 圆 盘 中 ,ww 

重合 在 一 起 , 定义 可 扩张 到 全 0, 于 是 定理 得 证 . 

”这 定理 有 明显 的 推广 ， 域 9 可取 为 关于 图 0 对 称 , 而 不 是 关 
于 一 直线 对 称 , 当 z 趋 于 O 时 ,可 以 假设 f(x) 趋 于 另 一 贺 0'， 在 
这 样 的 条 件 下 , f(z) 有 一 解析 延 拓 , 它 把 关于 C 对 称 的 点 映 成 关 
于 C' 对 称 的 点 . 


习 题 


1. 如 果 f(z) 在 整个 平面 中 解析 , 在 实 轴 上 取 实 值 , 在 虚 轴 上 为 纯 虚 数 ， 
试 证 明 f(z) 是 奋 函 数 . 

2. 试 证 明 在 对 称 区 域 9 中 解析 的 任 一 函数 了 可 以 写成 形式 户 十 访 , 其 
中 旋 、 fo 在 台中 解析 ,并 在 实 轴 上 取 实 值 . 

3. 如 果 f(s) 在 |s| <1 中 解析 ,并 在 |z| = 工 上 满足 |f| =1, 试 证 明了 Cs) 
是 有 理 函 数 ， 

4、 用 (66) 导 出 六 (#8) 的 公式 ,用 ws) 表 示 ， . 

5、 如 果 w(#) 是 调和 函数 , 且 当 y>0 时 ,0<wulz)<Ky, 证 明 w=hy, 其 中 
0<k< 玉 ，[ 对 实 轴 反射 ,使 成 为 完整 的 解析 函数 Ks) =t 二 iv, 用 习题 生 证 
明 (4) 是 有 界 的 .] 


的 
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第 5 意 级 数 与 乘积 展开 


充分 一 般 的 定理 在 解析 函数 理论 中 有 它们 固有 的 地 位 ， 但 必 
须 记 住 , 整个 理论 党 源 于 这 样 的 愿望 , 即 希 望 能 处 理 明 显 的 解析 表 ， 
达 式 。 这 些 表达 式 取 无 穷 级 数 、 无 穷 乘 积 和 其 它 极限 的 形式 .本 
” 章 一 部 分 将 处 理 这 些 极 限 所 遵从 的 一 些 规则 ， 另 一 部 分 处 理 初等 
超越 函数 和 其 它 特殊 函数 的 明显 表示 式 . 


1 震级 数 展开 式 


在 第 2 章 我 们 已 经 初步 研究 过 震级 数 ， 主 要 是 为 了 定义 指数 
函数 和 三 角 函 数 .。 不 用 积分 就 不 可 能 证 明 任 一 解析 函数 都 有 一 个 
将 级 数 展 开 式 ， 这 个 问题 现在 将 作 肯 定 的 回答 ， 基 本 上 作为 
Oauchy 定理 的 一 个 应 用 . 

第 一 小 节 讨 论 解析 函数 序列 的 更 一 般 的 性 质 . 


1.1 Weierstrass 定理 


有 关 解 析 盘 数 序列 收敛 性 的 主要 定理 断言 ， 解 析 函 数 的 一 臻 
收敛 序列 的 极限 仍 是 一 解析 函数 我们 必须 妥善 地 叙述 其 假设 条 
件 ,使 之 精确 , 而 朋 还 不 能 使 之 限制 过 产 . 

. 考察 函数 序列 {fn(2?)}, 其 中 每 一 f(z) 是 定义 在 一 个 域 2, 内 

的 解析 函数 。 对 于 这 一 序列 的 极限 函数 了 (z), 我 们 应 当 在 某 一 域 
介 内 来 加 以 考虑 ,显然 ,如 果 了 (z) 定 义 在 介 内 , 则 8 的 每 一 点 必 属 
于 所 有 的 2 此 处 是 大 于 某 一 mw 的 数 . 一般 说 来 ,对 于 8 的 所 
有点; mw 都 是 不 同 的 , 因此 就 不 必要 求 9 内 的 收敛 是 一 致 的 。 事 
实 上 , 在 多 数 典 型 的 情况 下 , 诸 域 2, 组 成 一 递增 序列 ; Q1 QaCC… 
CC…, 而 2 则 是 人 的 并 集 ， 在 这 种 场合 ,{f,(%)} 中 没有 一 
,174。 


个 函数 是 定义 在 吕 的 全 部 域内 的 ; 尽管 收敛 不 可 能 一 致 的 ,但 是 在 
0 的 所 有 点 上 , 极限 /2) 仍 可 以 存在 ， 

我 们 取 记 (一 (2s 二 1 并 令 Q 为 圆 盘 1s| 天 9/" 来 作为 一 
个 最 简单 的 例子 ， 如 取 圆 竹 |s| < 工作 为 域 Q, 则 在 这 个 圆 盘 之 中 ， 
显然 有 lim f(s) 一 * 为 了 研究 收敛 的 一 致 性 , 作 差 

(2 一 2 一 一 22017/ (22 十 四 
对 于 z 的 任 一 给 定 的 值 ， 取 mw> (log 4/e)/Glog IT/|z|) 即 可 令 | 
<s/4， 如 5<1 则 3z"a<e/2， 11 十 2z| > 可 ,因此 | 户 ( 人 一 2 


<s.。 由 此 可 知 ， 在 任 一 闭 圆 盘 | 省 和 < 工 中 , 或 在 这 样 一 个 半圆 
盘 的 任 一 子 集 上 , 收敛 是 一 致 的 . 

用 另 一 种 方式 来 说 ， 那 就 是 上 例 中 的 序列 {fC2)} 在 域 o 的 
任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 于 极限 函数 f(z)。 事 实 上 , 在 一 紧 致 集 
上 , |z| 具有 一 极 大 值 *<I1， 因 此 这 一 集 包含 于 闭 圆 盘 |z|<7 之 
中 . 这 是 属于 典型 的 情形 . 一般 说 来 , 我 们 常 可 以 证 明 在 马 的 任 
一 紧 致 子 集 上 的 收敛 总 是 一 致 的 ; 另 一 方面 ,这 正 是 我 们 下 面 所 要 
证 明 的 定理 的 自然 条 御 . 

.定理 1 设 f(2) 大 害 义 在 域 ， 门 的 解析 男 数 ， 数 , 序 {fC2)} 


人 


se 


应 用 Voor 定理 (第 4 章 3.3 节 ) 即 可 很 容易 地 证 明 C2) 的 
解析 性 。 令 |z 一 &| 和 7 为 包含 在 台中 的 一 个 闭 圆 盘 ; 由 定理 的 假设 
条 件 可 以 推 知 , 对 于 大 于 某 -一 mw 的 所 有 mm， 这 一 圆 盘 包含 在 全 部 . 
8224 之 中 @， 令 7 为 1z 一 |<r 中 的 任 一 闲 曲 线 ， 则 根据 Cauchy 
定理 , 对 于 ”>mo， 

| 六 (age 一 0。 
. 由 于 在 上 的 一 致 收敛 性 , 故 得 

和 @ 事实 上 ， 域 ,全体 组 成 12 一 al<? 的 一 个 开 覆 盖 。 圆 盘 是 紧 致 的 , 因此 它 具 

有 一 有 穷 的 子 覆 匡 ， 这 就 是 说 , 它 包含 在 一 个 固定 的 Du 中 . 
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| Fa-m| Pear-o 


又 根据 Morera 定理 , fC%) 在 |z 一 2| <7 内 解析 ， 因 此 f(%) 在 整 
个 域 2 内 解 术 . 
”” 另 一 更 直接 的 证 法 以 积分 公式 

fal2)=— 5] 2 
为 依据 , 其 中 C 为 圆 | 一 el =7 是 12 一 <| 之 +， 命 趋向 于 oo, 根 
据 一 致 收 伍 性 可 得 

_ (Oat 

10- 人 

这 一 公式 表明 je) 在 圆 盘 内 解析 .应 用 公式 
_ fea 
"(2) = pm (C2)? 
根据 上 面 的 同样 理由 可 得 
AN FOR mw 
lim jn 人 ks) Dd pr (CL—%)? -f(z), 
通过 简单 的 估计 即 可 看 出 ,对 于 |z 一 | <<p 过 7 收敛 是 一 致 的 9 
的 任 一 紧 致 子 集 都 可 用 有 穷 个 这 样 的 闭 圆 盘 来 这 盖 ， 因 此 知 每 一 
紧 致 子 集 上 的 收敛 是 一 臻 的 ， 于 是 定理 得 证 , 重复 应 用 这 一 定理 
可 知 ,在 8 的 每 一 紧 致 子 集 寺 , f(z) 一 致 收敛 于 0(z). 
定理 1 是 由 Weierstrass 所 提出 的 , 他 写成 一 个 等 价 的 形式 . 
将 这 一 定理 应 用 于 以 解析 隔 数 为 项 的 级 数 具有 特别 重要 的 意义 . 
这 一 定理 于 是 可 表述 如 下 ; 
设 级 数 
fl2) =f(2) t+fo(2) +t 二 fn(2) 十 …… 


oo. 


ee 


_ 记 用 极 信 原 再 可 以 更 容易 地 证 明 紧 致 点 集 4 上 的 到 坡 人 
性 ， 事 实 上 ,使 用 定理 1 的 记 法 , 差 |fmn(%) 一 f(z) | 在 4 的 边界 上 
达到 其 在 4 中 的 极 大 值 ， 因 此 , 在 4 的 边界 上 的 一 致 收 化 就 意味 
“76。 


着 在 4 上 的 一 致 收 伍 例如 , 设 函数 f(z) 在 圆 盘 |z| 过 1 内 解析 ， 
如 果 我 们 能 够 证 明 序列 在 每 一 个 圆 js 一 rm 上 一 致 收 伍 ,此 处 
lim rm=1， 应 用 Weierstrass 定理 ， 可 证 极限 函数 必 是 解析 的 。 
下 面 的 定理 归功 于 A. Hurwitz: 
定理 8 谍 生 家 姑 ( 存 域 9 中 都 解析 且 阅 0, 并 认 太 C 在 0 


a so 0 6 。 
ee 


一 候 设 7 不 全 等 于 夫 f(z) 的 零点 在 任何 情况 下 都 是 孤立 
的 ， 因 此 , 对 任 一 点 wwE0, 存在 一 个 数 7>>0, 使 得 F(z) 在 0 之 |z 
一 %| sr 上 有 定义 且 关 0， 特别 ，|f(z)| 在 圆 1z 一 so| =7 上 有 一 
正 的 极 小 值 , 记 这 圆 为 C， 由 此 可知 ,在 C 上 , 也 万 ( 思 一致 收敛 于 
1/f(z)。 因 为 在 CO 上 还 一 致 地 有 及 (o) 一 广 (2 成 立 , 故 可 断定 

lim hy | P|, FY 
但 左 端的 积分 全 都 是 零 , 因为 它们 给 出 方程 f,(z) =0 在 C 内 部 的 
根 的 个 数 . 所 以 右 端 的 积分 是 零 ， 因 此 ， 根 据 积 分 的 同一 解释 ， 
f(sw) 关 0。 由 于 加 是 任意 的 , 所 以 定理 得 证 ， 


习 ”是 
1. 对 log(1+s/n) 的 一 个 分 支 应 用 Taylor 定理 ,求证 
| lim(1+ 牵 2) 一 经 

在 所 有 紧 致 集 上 是 一 致 的 

2. 求证 级 数 SO= 守 向 
在 Res>I 时 收 敏 ,并 将 其 导数 表 成 级 数 形式 ， 

3. 求证 (1 一 31 (8) 一 1 一 2 十 3 一 一 站 
并 证 明 右 边 的 级 数 当 Res>0 时 是 * 的 解析 函数 ， 


4. 作为 定理 2 的 一 个 推广 , 证明; 若 fn(%) 在 9 内 至 多 有 mm 个 零点 , 则 
fs) 或 者 己 等 于 零 ,或 者 至 多 及 个 等 点 。 
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、 2 2 
5. 证 明 二 一 3 =- 


对 |*| < 工 成 立 . 〈 展 成 一 个 二 重 级 数 ， 并 反 转 求 和 的 次 序 .》 
1.2 Taylor 级 数 


现在 我 们 来 证 明 每 一 解析 函数 都 可 展 为 收敛 的 了 aylor 级 数 ， 
这 实际 上 是 第 4 章 3.1 节 定 理 8 的 有 限 Taylor 展 并 及 对 应 的 余 
项 表示 的 一 个 直接 推论 ， 根 据 该 定理 , 如 7 2) 在 包含 和 的 一 个 域 
9 内 解析 , 则 
fe) f(z)+ (% 一 20) 十 … 和 十 下 一 一 万 en) (2—%0)" 
+fnt1(2) ee, 
f(t)ac 
Dg | 
最 后 一 式 中 的 C 是 任意 一 个 包含 于 人 吕 内 的 闭 贺 蕉 1* 一 %|<p 的 
千 界 | 一 | = 
命 履 为 1 在 C 上 的 极 大 值 , 则 可 得 佑 值 
ntil < 人 | 一 各 | 
[Paz(e) (2 一 为) | 去 mrp— [一 ly) 
我 们 得 出 结论 : 余 项 在 任 一 圆 盘 |z 一 %| 专 ?<p 中 一 致 地 趋 于 零 . 
另 一 方面 ,可取 p 任意 地 接近 于 至 的 边界 的 最 短 距 离 ， 这 样 
就 证 明了 下 述 定理 ， 
定理 3 设 f(z) 在 域内 解析 ， % 为 9 内 一 -点 , 则 在 负 中 以 
zo 为 圆心 的 最 大 开 圆 盘 内 ， 下 烈 表示 式 成 立 ; 


ss + + 9 


OF 十 天 多 et) + "+ 
- 由 此 可 知 ，Taylor 级 数 的 收敛 半径 至 少 应 等 于 点 % 至 2 边 
界 的 最 小 距离 ， 收敛 半径 可 大 于 这 个 数 ， 但 此 时 就 不 能 保证 级 数 
在 所 有 了 既 属 于 域 2 又 属于 收敛 贺 的 点 上 仍 代表 画 煞 ja)， 
我 们 回忆 展开 式 


22 2 
6 一 了 十 2 十 -和 十 … 十 -一 十 ,4 
21 多 
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可 用 来 作为 它们 所 代表 的 函数 的 定义 当然, 象 我 们 早已 指出 的 ， 
每 一 个 收敛 宕 级 数 是 它 自 身 的 Taylor 级 数 ， 前面 我 们 已 给 出 了 
等 级 数 可 以 逐 项 微分 的 一 个 直接 证 明 ， 这 也 是 Weierstrass 定理 
的 一 个 直接 推论 . 

如 需 将 z 的 非 整数 等 或 log * 用 宪 级 数 来 表示 , 则 首先 应 选择 
一 定义 妥 贴 的 分 支 , 而 后 选 定 一 个 中 心 wm 天 0， 同 样 , 如 需 将 函数 
(GI+2* 或 log(1 十 切 在 原点 附近 展开 ， 则 应 选择 在 原点 上 分 别 等 
于 1 或 0 的 那 一 分 支 ， 因 为 这 一 分 支 在 |jz| < 工 内 是 单 值 而 且 解 
” 析 的 , 故 知 收敛 半径 至 少 等 于 1， 计算 系数 就 很 简单 ,结果 有 


Ctltpet (S| 十 + 人 (e+ 5 
. nN 


2 8 4 3 
log(1+2) = 一 殷 十 写 一 守 二 条 一 … 
上 式 中 的 二 项 式 系数 规定 为 
(全 
二 . 


nN De 


3 


如 果 对 数 级 数 的 收敛 半径 大 于 二 则 log(1 十 幻 将 在 :|s| < 工时 
有 界 . 但 这 情形 并 不 存在 , 故 知 收敛 半径 恰 等 于 4， 同样 ,如 二 项 
式 级 数 可 在 半径 >1 的 圆 内 收敛 , 则 函数 (1+z)* 及 其 所 有 导数 将 
在 lz|<1 内 有 界 .。 除非 凡是 一 正 整数 ， 否 则 导数 之 一 将 为 1 十 
的 负数 次 乘 宕 , 因此 无 界 ， 由 此 可 知 收敛 半径 也 恰 等 于 二 但 在 二 
项 式 级 数 简化 为 一 多 项 式 的 情形 为 例外 . 

通 数 arc tan x 及 aresinz 的 级 数 展开 可 从 导出 级 数 来 求 ， 从 
展开 式 | 
于 12 十 信 一 可 二 
经 积分 后 本 得 


®.179:。 


汪 


aretanz=e 一 后 十 生生 + 
其 中 , 所 选择 的 分 支 唯 一 地 由 
arotans— | -es 
0 1 十 % 
所 确定 , 积分 是 沿 单位 圆 内 的 任 一 路 线 进 行 的 ， 根 据 一 致 收敛 性 ， 
或 者 应 用 定理 2 即 可 验证 上 式 . 上 述 级 数 的 收敛 半径 不 能 大 于 导 
出 级 数 的 收敛 半径 ,因此 恰 等 于 1. 
如 MI- 过 为 具有 正 实 部 的 分 支 ， 则 对 于 1z|<1, 有 
有 1+ 寺 * + 人 “十 孔 6 如 十 …， 
经 积分 后 可 得 


1 如， 1.3' 1.8.5 2 
arcsinz 一 z 十 可 训 十 床下 再 十 二 46 了 


这 一 级 数 表示 arc sin x 的 主 支 , 其实 部 介 于 一 x/2 及 /2 之 间 . 
对 于 初等 函数 的 组 合 ， 在 大 多 数 情形 下 不 可 能 找到 求 系数 的 
一 般 规律 。 不 过 ,为 了 求 得 前 面 几 个 系数 ,我 们 并 不 需要 算出 逐 阶 
导数 . 有 几 种 较为 简单 的 方法 ， 可 用 以 算出 我 们 所 需要 的 全 部 系 
数 ， 
为 了 方便 起 见 , 我们 用 记号 [2 站 表示 任 一 解析 函数 , 它 在 原点 
处 具有 一 个 阶 数 至 少 为 网 的 零点 ; 或 者 说 ，[2 代表 一 个 “包含 因 
子 因 "的 函数 ， 应 用 这 一 记 法 , 可 将 任 一 在 原点 处 解析 的 函数 写成 
如 下 形式 , 
f(2) = 00 +a ton 二 [rt 
式 中 的 系数 都 是 唯一 地 确定 的 , 而 且 等 于 f(z) 的 Taylor 系数 , 这 
样 , 为 了 求 得 Taylor 展开 中 前 ww 个 系数 , 我 们 只 要 确定 -一 个 多 项 
式 P,(z)， 使 得 f(%) -Po(2) 在 原点 处 具有 一 个 阶 数 至 少 为 n 十 1 
的 零点 就 够 了 ，Ps(z) 的 次 数 不 关 紧要 ; 可 以 肯定 , 在 任何 情况 下 ， 
入 ，m<n 的 系数 就 是 f(z) 的 Taylor 系数 ， 
举例 来 说 , 设 
f(z) = ao 二 ow 二 +Qae 十 … 十 Qng" 十， 
。180，。 


gz) 一 Bo 十 Di 十 Da23 十 … 十 Bo 十 
为 了 简单 起 见 ， 应 用 记 法 .f(z) = Po(z) + [2"+]，g(z) = @n(2) 
十 [2 本。 显然 , f(z)g(z) =P,(z)Q,(2) 十 [z+]， 在 PQs 中， 次 
数 <n 的 项 的 系数 就 是 积 #(z)g(z) 的 Taylor 系数 。 故 得 
f(2)9(2) 一 Cobo 十 (cobi 十 12o)2 十 … 
+ (Gobn 十 Cib 十 … 十 oo 加 十 …… 

在 导 出 这 一 展开 式 的 时 候 ， 我 们 没有 提 到 收 俩 性 的 问题 ， 但 是 因为 
这 一 展开 式 与 7(z)g(z) 的 Taylor 展开 式 完全 一 样 , 故 根据 定理 8 
可 知 , 其 收敛 半径 至 少 应 等 于 所 给 级 数 了 (2) 及 g(z) 的 收敛 半径 中 
的 较 小 的 一 个 数 。 在 P,Q 的 实际 计算 中 , 当然 不 需要 去 确定 次 数 
高 于 % 的 项 . 

对 于 商 f(z)/glz)， 只 要 9(0) 一 po 关 0， 其 展开 式 即 可 用 同样 
的 方法 求 得 ， 作 普通 的 除法 ,一 直 除 到 余数 中 包含 有 因子 2**!， 此 
时 邮 可 确定 一 多 项 式 肪 ， 它 满足 关系 Ps = ,Bs 十 [on 于 是 
f 一 Rag= [+ 本 ,而 因 9(0) 关 0， 故 得 f/g 一 请 十 ES， 玉 的 系 
数 就 是 了 (z)/g(%) 的 "Taylor 系数 ， 这 种 系数 可 写成 行列 式 , 但 因 
过 于 复杂 , 在 实用 上 并 不 相宜 . 

求 复合 函数 (glz)) 的 展开 式 也 是 一 个 重要 的 问题 ， 此 时 , 如 
将 9(z) 在 加 附近 展开 , 则 了 (w) 的 展开 式 应 是 ww 一 g(zo) 的 蹇 级 数 . 
为 了 简化 起 见 , 设 %=0, 9(0) =0. 于 是 可 令 

FW) =a0t wt 二 Qn 十 0, 
且 V(e) =02 十 092 十 … 十 bo 如 十 …。 仍 用 上 面 的 记 法 ， 令 (ww) 一 
Pw) + [wT], 9(2) = + [2 ,O00) =0, 在 代入 w=g(2) 
时 ,应 注意 到 
Pa Qat 2°] ) = Ps (Qs C2)) + [Ler], 
且 形 如 [io 习 的 任 一 表达 式 变 为 一 个 [ 芭 习 ， 这 样 ,就 得 到 
f(g(2)) 一 Po(e(D)) 十 区， 

f(g(2)) 的 Taylor 系数 就 是 多 项 式 Ps(8s(*)) 的 次 数 < 的 项 的 
系数 . 

最 后 , 我 们 米 讨 论 解析 函数 w=g(z) 的 反 函 数 的 展开 问题 , 此 
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处 不 妨 设 9(0) =0, 并 须 求 得 反 函 数 z==g-!1(w) 的 一 个 分 支 , 它 在 
原点 邻 域 中 解析 而 当 % 一 0 时 等 于 零 。 反 函数 存在 的 充 要 条 件 是 
9 (0) 天 0; 因此 设 
g(%) =012+ Qa 十 … = Q(z) + [2"+1], 
其 中 四 关 0， 现在 的 问题 就 是 要 确定 一 个 多 项 式 Pa(w)， 使 得 
PCQn 2)) 一 2z 十 [2 了 事实 上 , 由 于 ar#0, 故 区 及 [ao 可 是 
可 以 互 换 的 ,而 从 z= 了 P,(Qn(2)) 十 [2"1 避 可 得 z= P(g(z) 十 [2"17]) 
十 [2 一 Pw) 十 wr]， 因此， Ps(w) 可 确定 9 (Co) 的 系数 . 
为 了 证 明 多 项 式 Ps 的 存在 ， 可 用 归纳 法 . 显然 ， 我 们 可 到 
已 (= 一 ww、 如 了 Pi 为 已 给 定 , 则 令 忆 ,= 卫 1 十 bw， 于 是 
Ps(Qnl2)) = Pr_1(Qnk2)) + hr" + [2 "1] 
= P,_1(Qn_1(%) + ng") 二 Dao 十 [2 
= P,_1(Qn-1C2)) + Pn-1 Cn-1(%)) ne 
十 DanG32n + [2"+1]. 
在 最 后 一 式 中 ， 前 两 项 组 成 一 个 多 项 式 ， 它 的 形式 为 十 Co 十 
fz"* 耳 , 因此 只 要 令 加 = 一 cai 即 可 . 
在 实用 上 , 反 函 数 的 展开 式 可 用 逐次 代入 法 来 求 。 为 了 说 明 
这 一 方法 , 我们 试 从 级 数 
2 


t 3 
一 TO 一 可 + 一 人 … 
一 aro tanz 一 % 一 瑟 


来 确定 tan w 的 展开 式 ， 如 有 果 我 们 要 求 展开 式 包 含 ?的 5 次 略 , 
可 令 


一 _ * 7 
多 十 生 [2], 


将 这 一 式 代入 右边 的 项 内 ,除了 适当 的 余 项 外 ,有 


mr 1 2 5 1, 31\5 7 
z= 十 诗 ( 2 十 于 十 [四 ) 一 寺 (w+ [w+ [oo 


一 1 3 das 工 5 1 
2 十 可 尼 十 可 好 8 5 
1 


2 + 童 wp(w+ Ce]) 二 WwW s+ ta] 
1 2 。 
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由 此 可 得 tan w 展开 式 的 前 几 项 为 


一 ， 工 3 2 5 00 
tanw=w+ sv +5 + 
习 题 


T. 将 .1/ (1 十?) 展 为 2-& 的 寡 级 数 ,其 中 wa 为 一 实数 ， 求 系数 的 通 式 ， 
如 4=1 试 化 为 最 简 形 式 ， 

3，Legendre 多 项 式 定 义 为 下 述 暴 开 式 中 的 系数 Pa)， 即 

(1— 2as+ 8) 二 = 工 十 Pi(ag 十 Pa(ays2 十 ,ee。 

试 求 Pi, Ps, Ps 与 Ps. 

3， 试 将 log (sin #8/2) 展 为 * 的 军 级 数 , 写 到 项 2 

”和 在 tanz 的 Taylor 展开 式 中 , 试 求 # 的 系数 

5，Fibonacci 数 定义 为 co 一 0 ci 二 1 cmen-1+cn-3， 求 证 cs 是 一 有 再 
阔 数 的 Taylor 系数 , 并 确定 cn 的 表达 式 ， 
1.8 Laurent 级 数 

级 数 
| Do 十 0427I- Daz-2 十 十 8nzT8 十 se。 (1) 
可 看 作 是 变数 1/g 的 一 个 普通 窜 级 数 . 因此 ， 这 一 级 数 应 在 某 一 
圆 |z| = 有 B 的 外 部 收敛 ，B=oo 的 情形 当然 为 例外 ， 在 每 一 个 域 
|z| 宇 p 之 有 R 中 级 数 的 收敛 是 一 致 的 , 因此, 这 一 级 数 就 表示 一 个 在 
域 |z| > 有 BR 内 的 解析 函数 . 如 级 数 (1) 与 一 个 普通 的 闫 级 数组 合 ， 
则 得 更 一 般 的 级 数 如 下 . 


+ 


号 oo (2) 


?一 一 ce 


这 一 级 数 仅 当 非 负数 次 乘 宕 部 分 以 及 负 孝 次 乘 宕 部 分 分 别 收敛 时 
收敛 ， 出 于 非 负数 次 乘 守 部 分 在 圆 盘 |?| 过 Rs 内 收敛 ， 而 负数 次 
乘 每 部 分 在 域 |z| >Ri 中 收敛 , 故 知 只 有 在 忆 <<Rs 时 才能 有 一 共 
同 的 收敛 域 , 此 时 (2) 表示 环 域 包 二 |s| <.B; 内 的 一 个 解析 函数 . 
反之 ,我 们 可 从 一 个 解析 函数 f(z) 来 考虑 ， 它 的 定义 域 包含 
一 个 环 域 妃 << |z| Bs, 或 更 一 般 地 包含 环 域 丽 < |* 一 “| 二 瑟 . 我 
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们 将 证 明 , 这 样 一 个 函数 常 可 以 展 为 一 个 一 般 的 震级 数 ,其 形 为 
f(0)=— Aso). 


证 明 很 简单 .我们 所 要 证 明 的 是 f(z) 可 写成 户 (2) 十 PCz) 的 
”形式 ,此 处 所 (2 在 |z 一 <| 二 Bs 内 解析 ,而 faz) 则 对 |z 一 a| > 有 解 
析 , 在 oo 处 有 一 可 去 奇 点 .在 这 种 情况 下 , f1(z) 就 可 以 展 为 2 一 a 
的 非 负 数 次 罕 级 数 ,而 f(z) 则 可 展 为 1/(z 一 wo)] 的 非 负数 次 窟 级 
数 . . 
为 了 确定 表示 式 f(z) 一 所 (2) 十 fa(2， 对 于 [2 一 oe| 之 ?<B，. 
以 下 式 定义 , 户 (), 即 
Ho- 二 | ME, 
而 对 于 已 <7 达 [zs 一 a|， 则 以 下 式 定义 f(z#)， 即 
) 
z f= -| 罗 2 
在 两 个 积分 式 中 ,? 的 值 是 无 关 紧 要 的 ,只 要 不 等 式 能 满足 即 可 , 因 
为 根据 Cauchy 定理 , 当 圆 不 通过 点 时 , 积分 的 值 并 不 随 ” 变化 ， 
因此 ， 所 (2) 及 fa(z) 分 别 唯 一 地 确定 在 |z--a|<Ro 及 |z 一 6 二 于 
之 中 , 且 各 表 这 些 域 中 的 解析 函数 ， 此 外 , 根据 Cauchy 积分 定理 
有 (8) =f1(%) 二 fa(2). 
话 (%) 的 Taylor 展开 式 为 


AOPPY RY 
其 中 
f(a 


hr) er 人 
为 了 求 得 户 \ 休 的 展开 式 , 作 变换 C=a+1/5'， 2 一 a 十 1/z'。 这 一 变 
换 把 | 一 6| = 变 成 "| =I/r， 具 有 负 的 取向 ， 经 简单 的 运算 后 
可 得 


1 | fat Ea 1 | 


D7 ,一 一 一 本 了 | "a. 
这 一 公式 表明 


f= SS hs) 


人 4 都 由 (3) 确定 , 注意 ,只 要 Ri<r<B,, (3) 中 的 
分 与 + 无关， 
如 果 妨 =0, 则 点 & 是 一 个 孤立 奇 点 ,而 4-1= Bi 是 & 处 的 贸 
数 ， 因 为 f(z) 一 4-1(z 一 a) 是 0<1s-ol< 二 中 的 一 个 单 值 函 
数 的 导数 . 


习 是 


1. 求证 Laurent 展开 式 是 唯一 的 . 

2、 设 9 为 一 双 和 连通 城 , 它 的 余 集 由 分 集 杷 、 组 成 ， 求 证 域 9 内 的 每 
-解析 函数 jz) 可 写成 户 (z) 十 户 (s), 此 处 , 户 (e 在 到 的 外 部 解 诉 ; 六 (2) 在 
记 的 外 部 解析 ，( 精 确 的 证 明 需 要 一 个 象 第 4 章 4.5 节 中 那样 的 结构 . ) 

- 了 If 身 

3. 表达 式 。 {j= 也 的 -3(F) 

称 为 了 的 Sehwarz 导数 ， 若 了 具有 一 个 重 零点 或 极点 , 求 坊 旭 的 Laurent 
展开 式 的 首 项 . 


答 ， 如 果 7 六 一 az 一 sn 十 则 入 且 二 和 (1 一) 5 一 十 … 
4. 求证 (e* 一 六 -在 原点 处 的 Laurent 展开 式 为 

二 一 到 + 立 —1)*~1 < zl 
此 处 B; 称 为 Bernoulli 数 ,都 是 正 的 ， 求 Bi、B、Bs。( 由 2.1 节 习题 5 Bh 
都 是 正 的 . ) 


5， 试 以 Bernoulli 数 表示 妇 n# 的 Taylor 级 数 展 开 式 及 cots# 的 Laurent 
展开 式 ， : 


2 部 分 分 式 与 因子 分 解 . 


一 个 有 理 函 数 有 两 种 标准 表示 , 其 一 是 部 分 分 式 表示 , 另 一 是 
.185 。 


分 子 分 母 的 因子 分 解 表示 . 本 节 专 门 讨论 任意 半 纯 函数 的 类 似 表 
示 式 . 


2.1 部 分 分 式 


如 果 函 数 f(z) 蚌 域 2 内 的 一 个 半 纯 函数 ， 则 对 应 于 每 一 个 裤 
成 56,, 有 f(z) 的 一 个 奇 部 , 由 Laurent 级 数 中 包含 2 一 5, 的 负数 
次 乘 寡 的 部 分 组 成 ; 它 是 一 个 多 项 式 , 记 之 为 Ptlis-po)). 我 ， 
们 应 当 减 去 所 有 的 奇 部 ,借以 求 得 如 下 的 表示 ， 


FO EP (EE) to (4) 


其 中 g(z) 应 在 8 内 人 解析， 不过, 右 侧 的 和 一 般 是 无 穷 的 , 而 且 不 
能 保证 级 数 一 定 收敛 ， 虽 然 如 此 , 在 很 多 情形 仍 有 级 数 收敛 , 而 且 
常 可 以 从 一 般 考 察 中 来 确定 g(z) 的 显 式 ， 在 这 种 情形 下 , 结果 是 
非常 有 意义 的 ; 我 们 可 以 得 到 一 个 十 分 有 用 的 简单 展开 式 . 
如 果 () 中 的 级 数 并 不 收敛 , 则 所 用 的 方法 应 加 修正 , 很 明显 ， 
如 果 从 每 一 奇 部 PP, 中 减 去 一 个 解析 函数 p,(z)， 将 不 致 引起 本 质 
的 变化 ， 而 适当 选择 函数 2 就 可 使 级 数 之 (了 ,一 p,) 收 敛 ， 我 们 


甚至 可 把 p,(z) 取 为 多 项 式 . 

我 们 不 准备 用 这 -意义 证 明 最 一 般 的 定理 ,但 在 Q 是 整个 平 
面 的 情形 , 我 们 将 证 明 : 每 一 个 半 纯 函数 具有 一 个 部 分 分 式 的 展开 
式 ， 而 且 奇 部 可 以 任 圳 构 作 。 这 一 定量 及 其 在 任意 域 上 的 推广 是 
由 Mittag-Leffler 提出 的 ， . 

定理 4 设 {6,} 为 一 个 复数 序列 , 且 lim ,一 oo P,t) 


+ 


和 + 


§ 0 © + 


f(z) oa (二 )- 和 (了 


© oO + 1 0 + 1 


析 函 数 . 
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我 们 可 以 假设 没有 一 个 思 等 于 零 . 由 于 函数 P,(1/(z 一 b,)) 
对 于 |z| 达 |5,| 解析 , 故 可 在 原点 附近 展 为 Taylor 级 数 ， 取 这 一 
级 数 的 部 分 和 , 例如 截止 到 mw 次 的 项 为 止 的 部 分 和 , 作为 p,(2)， 
差 P, 一 Pp, 可 用 第 4 章 8.1 节 中 的 余 项 的 显 式 来 估计 . 如 果 对 于 
1%| 忆 15,1/2，1P,| 的 极 大 值 记 为 履 ,， 则 对 所 有 的 1x]<<16,1/4 
就 有 


7) -p00 |<2n( Tt). (0) 


从 这 一 pa 只 要 取 m 充分 大 ， 就 可 使 (8) 式 右 侧 的 级 
数 在 整个 平面 中 除了 极点 之 外 绝对 收 化 ， 例如 ， 若 取 mw 使 "> 
M,2"， 则 估 值 (6) 表明 , 对 于 充分 大 的 w， 级 数 的 通 项 受 控 于 2 
“此 外 , 这 估 值 在 任 一 闭 圆 盘 |z| 二 玉 中 一 臻 成立， 因而 只 要 赂 
去 |b,1< 有 RR 的 项 , 余下 的 级 数 在 该 贺 盘 中 的 收敛 实际 上 是 一 致 的 ， 
根据 Weierstrass 定理 , 余下 的 级 数 表示 |z|<< 了 中 的 一 个 解析 范 
数 ,由 是 可 知 ,整个 级 数 在 全 平面 上 是 亚 纯 的 ， 其 奇 部 为 P,(1/G 
一 5,))， 至 于 定理 的 其 余部 分 就 不 证 自明 了 ， 
我 们 来 考察 函数 m/sin*wz 作为 第 一 个 例子 ， 这 一 函数 在 
点 一 n(n 为 整数 ) 具有 二 阶 极点 。 原点 处 的 奇 部 为 1/， 又 因 
sin?w(s 一 n) =sin? ms, 故 知 s 一 n 处 的 奇 部 为 1/(z 一 mn)?， 级 数 
十 so 1 - 
ER (7) 
对 于 z#m 收 敛 ， 这 可 与 熟知 的 级 数 袜 1/n2 比较 后 看 出 ， 在 任 一 


紧 致 集 上 ， 呈 要略 去 在 这 一 集 上 变 为 元 穷 大 的 项 就 可 使 级 数 一致 
收敛 。 因 此 有 : 


| Tr + 9), (8) 


sin gs ns (2 一 
此 处 , 9g(z) 在 整个 平面 中 解析 .我 们 将 断言 9(s) 恒 等 于 零 . 
为 了 证 明 这 一 点 ， 注 意 ms/sin? mz 及 级 数 (7) 都 是 周期 函数 ， 
”它们 的 周期 都 是 1， 因 此 函数 9(z) 具 有 同一 周期 对 于 zz 一 Zz 十 多 
有 (第 2 剖 3， 2 节 , 习 显 4) 
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|sin wz|? = cosh? ry — cog? ww, 
因此 , 当 |y|->oo 时 ，w?/sins wz 一 致 地 趋 于 0， 容易 看 出 ， 函 数 
(7) 也 具有 同一 性 质 ， 事 实 上 , 对 于 |y| 之 1 收敛 是 -一 致 的 , 因此 
当 |y| 一 co 时 的 极限 可 逐 项 来 求 ， 于 是 得 知 ; 当 |y|->oo 时 g(2) 一 
致 地 趋 于 0， 这 就 足以 断定 |9(s) | 在 一 周期 带 域 0<z<1 上 有 界 ， 
而 根据 周期 性 , |g(s)| 将 在 整个 平面 中 有 界 、 由 Liouville 定理 可 
知 , 9(z) 应 为 一 常数 ， 又 因 其 极限 为 0 故 这 一 常数 必 等 于 0， 这 
样 ,就 证 明了 下 面 的 恒等式 
2 _& 1 
2 yr C9) 
将 这 一 等 式 积分 后 可 得 一 个 有 关 的 恒等式 ， 左 侧 部 分 是 
一 wcotmz 的 导数 ， 右 俩 的 项 则 都 是 一 4/ (x 一 n) 的 导数 通 项 为 
1/(z 一 的 级 数 是 发 散 的 , 必须 从 mw%0 的 所 有 项 中 减 去 Taylor 级 
数 的 一 个 部 分 和 ， 在 有 些 铺 况 下 减 去 常数 项 就 够 了 , 因为 级 数 


1 1 
2 区 一 航 + 元 )- 名 多 (一 多) 
可 与 如 1/ 忆 比较 , 因此 它 是 收敛 的 ， 在 每 一 个 紧 致 集 上 , 只 要 我 


”人 和 们 上 略 去 那些 变 成 无 穷 大 的 项 ,收敛 还 是 一 致 的 ， 由 此 可 知 逐 项 答 
分 是 许可 的 , 因此 得 到 


moOL Am ~— 二 + 了 (一 - (10) 
be 


其 中 还 应 有 -一 个 附 吉 的 常数 如 将 对 应 于 nn 及 一 的 项 集 并 起 来 ， 
则 (10) 式 可 写成 如 下 的 等 价 形式 ， 
1D) 


“ Ho0 多 一 一 人 多 一 怠 多 n=] % 一 
从 这 一 形式 显然 可 见 等 式 两 边 都 是 * 的 奇 函 数 ,因此 , 积分 常数 应 
等 于 零 . 这 就 证 明了 (10) 及 ( 革 ) 正 确 . 
现在 让 我 们 把 步 又 倒 过 来 进行 , 并 求 类 似 的 和 


lim > 《二 一 I+" 


00 一 1h 


这 一 式 显然 天 未 一 个 半 统 函 数 将 奇偶 的 项 分 开 , 得 到 
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Wi 
recotnz=lim >) 


(12) 


2x+1 (DD™ Wy 1 Ek 1 


一 (et+1) 多 一 条 n=—E 2— 2n 匹 二 一 无 一 荆 z—1—2n° 


与 (11) 式 比较 , 可 知 极限 为 
mT mz 人 mgs—1) x 
9 I 
于 是 得 证 . 
二 


1. 试 比较 cot ws 的 Laurent 展开 及 其 部 分 ?分 式 展开 中 的 系数 ， 求 下 列 
各 级 数 的 值 . 


= 1 
之 市 ， 去 让 ? 邓 充 高 
对 于 所 需 的 步骤 试 给 以 严格 的 推 证 . 
2 斌 将 DE er 
表 成 闭合 形式 ， 
3. 用 (C13) 求 1/cos ms 的 部 分 分 式 展开 , 并 证 明 由 是 可 得 
开 -1_ 寺 i 1 


4 tt 


“ i 
5. 用 习题 1 的 方法 证 明 


了 了) 一 -一 主 = 一 —1 Be 加 27 


Tn 《36)1 “ 


(Bi 的 定义 见 1,3 节 习 题 4.) 
2.2 无 穷 乘 积 
无 穷 多 个 复数 的 乘积 
Pi Pa Pr I Pn {14) 


可 以 用 求 部 分 乘积 卫 pp 如 果 这 一 极限 存 
在 且 不 等 于 零 , 则 称 这 无 穷 乘积 收 傅 于 值 了 =lim P。. 我 们 约定 了 
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不 取信 零 , 这 有 几 点 理由 : 首先 , 如 果 容 许 P= 0, 则 任何 无 穷 节 积 
只 要 其 中 有 一 个 因子 等 于 零 就 将 是 收敛 的 ， 而 这 种 收 伍 实际 与 乘 
数 的 整个 序列 无 关 , 其 次 , 在 某 些 方面 这 .一 约定 是 非常 自然 的 . 事 
实 上 , 我们 需要 将 一 个 函数 表 成 一 无 穷 乘积 , 这 不 仅 应当 在 - 般 情 
形 下 可 能 ,而 且 , 即使 函数 具有 零点 时 也 应 当 可 以 这 样 做 。 根 据 这 
一 理由 , 我 们 作 如 下 的 约定 : 无 穷 乘积 (14) 称 为 是 收敛 的 , 当 且 仅 
。 当 其 因子 中 至 多 只 有 有 穷 个 等 于 零 ， 而 且 其 不 等 于 零 的 因子 所 组 
成 的 部 分 乘积 趋 于 一 有 穷 的 非 零 极限 ， 

在 一 个 收 分 的 乘积 中 ,一般 因子 p 必 赵 于 1; 这 可 将 ps 写成 
pr 一 Pw/ P+ 而 看 出 , 这 撒 应 将 零 因 子 略 去 ， 根 据 这 一 事实 , 我 们 
将 所 有 的 无 穷 乘积 写成 下 列 形式 ， 


II Gtren), (15) 


因此 , an->0 就 是 乘积 收敛 的 必要 条 件 ， 
如 果 没 有 因子 等 于 零 , 则 自然 可 以 将 乘积 (15) 与 无 穷 级 数 


2 log(1+an) (16) 


相 比较 。 由 于 a， 都 是 复数 ， 对 数 应 规定 在 一 定 的 分 支 上 , 我 们 决 
定 在 每 一 项 中 选 主 支 ， 将 (16) 式 的 部 分 和 记 为 So， 即 P=e”， 
又 如 Ss>S, 则 P, 趋 于 一 不 为 0 的 极限 书 =es， 换 言 之 , (16) 式 的 
收敛 是 (15) 式 收敛 的 一 个 充分 条 件 . 
为 了 证 明 这 一 条 件 也 是 必要 的 ， 设 Ps->P*0，-- 般 说 来 ,由 

主 值 形成 的 级 数 (16) 并 不 收敛 于 log 卫 的 主 值 ;而 我 们 所 要 证 明 
的 是 它 收 敛 于 log P 的 某 一 值 ， 为 更 清楚 起 见 ， 我 们 暂时 采用 把 
对 数 的 主 值 记 为 Log, 它 的 虚 部 记 为 Arg 的 记 法 . 

由 于 Pu/P->L， 显 见 当 mn-~>co 时 , Log(Ps/P)~>0， 因 此 存在 

一 个 整数 加, 使 得 Log' Pw/P) 一 S 一 Log P 十 加 -2zi， 过 渡 到 差 ， 
我 们 求 得 (hats 一 hs)2mi=Log(Pni/ P)—Log (Ps/P) 一 Log i+ 
an)， 因此 (posz 一 n)27— Arg( Pai/ P) —Arg (Pn/P) —Arg (1 十 
an)， 根据 定义 ， |Arg(1+@n) | <E， 我 们 知 道 Arg(Py/ 记 ) 一 
。 190。 : - 


ArgCPw 记 一 0， 对 于 大 的 mw 这 与 前 面 的 方程 相 译 盾 ， 除 非 as 
.一 名 ， 因 此, 加 最 后 必 等 于 某 一 固定 的 蓝 数 六 由 此 从 Log( 了 /了 了 ) 
一 8 一 Log 了 十 h.2mi 得 Sw>Log 卫 一 h-2mp、 这 就 证 明了 下 面 的 
定理 . 

定理 5 无穷 乘 积 (十 ww) ,其 中 1 十 om 大 0, 与 级 数 居 log(1 
十 mm) 同时 收敛 , 级 数 的 项 表示 对 数 主 支 的 值 

这 样 , 无 穷 乘积 收敛 的 问题 就 可 转化 为 级 数 收 敛 的 问题 。 如 
果 注 意 到 级 数 (16) 在 较 简单 级 数 生 |e, | 收敛 时 为 绝对 收敛 ， 则 还 
可 以 得 到 进一步 的 简化 ， 这 一 论断 可 从 下 列 事实 直接 推出 ; 

lim lg C+) -1 
事实 上 , 如 果 级 数 (16) 或 疡 |an| 收 化 , 则 ao->0, 而 对 于 一 个 给 定 
的 8>>0, 以 及 所 有 充分 大 的 n, 有 下 面 的 不 等 式 成 立 ， 
(1~—8)lanl<|logtl+a) |<(1+e)|anl. 

由 此 立即 可 知 级 数 (16) 及 了 |w| 实际 上 同时 绝对 收敛 ， 

一 个 无 穷 乘积 称 为 是 绝对 收敛 的 ， 当 且 仅 当 对 应 的 级 数 (16) 
绝对 收敛 .于 是 得 如 下 定理 
。 定理 6 要 用 Qe) 各 放生 的 党 机 分 条 件 是 人 
” 字 |o| 收 伍 . 


在 上 一 定理 中 , 我 们 强调 的 是 绝对 收敛 ， 用 -~ 些 简单 的 例子 
可 以 说 明 ， 如 的 收敛 既 不 是 乘积 L(t) 收 化 的 必要 条 件 ， 也 


不 是 充分 条 件 . 

以 一 个 变数 的 函数 为 因子 组 成 的 无 穷 乘积 , 其 一 致 收敛 的 意 
义 很 容易 理解 。 因子 中 出 现 有 等 于 零 的 函数 时 将 引起 一 些 困难， 
但 如 果 我 们 只 考虑 至 多 只 有 有 穷 个 因子 等 于 零 的 那些 集合 ， 就 可 
以 克服 这 种 困难 。 将 这 些 等 于 零 的 因子 略 去 ,我 们 就 完全 可 以 研 
究 余 下 乘积 的 一 致 收敛 性 。 对 于 函数 因子 的 无 穷 乘 积 的 一 致 收 伍 
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性 , 定理 5 及 6 显然 可 以 照搬 过 来 从 两 定理 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 
。 所 有 的 估 信 都 可 使 之 合乎 一 致 性 的 要 求 ， 从 而 得 出 一 致 收 伍 的 结 
论 , 至 少 在 紧 致 集 上 如 此 . 


1. 求证 ji (= 访 )- 亏 . 
2. 求证 ,对 于 ls|<=1, 有 
(4a CH) (4a La) 


a 
在 每 一 紧 致 集 上 绝对 而 且 一 致 收敛. 

生 ， 求 证 一 个 绝对 收敛 的 乘积 , 其 值 在 因子 重 行 排列 后 并 不 改变 

5. 求证 消 数 

0(g) -H+ -ie)(1+h2"~le-*) 
在 整个 平面 中 解析 , 并 满足 函数 方程 
0(2+21logh) =h"le-*0(2), 

此 处 | 由 < 二 


2.3 典型 乘积 


在 整个 平面 中 解析 的 函数 称 为 整 函数 ， 不 为 多 项 式 的 最 简单 
的 整 函数 如 esinz，cosz 等 . 

如 果 9(z) 为 一 整 函数 ， 唱 f(z) = ezm 也 必 为 整 函数 ， 且 关 0. 
反之 ,如 f(z) 为 任 一 不 等 于 零 的 整 函 数 , 则 可 以 证 明 , f(z) 必 具 有 
形式 er， 要 证 明 这 一 点 ,首先 注意 到 函数 六 (x) /了 (x) 在 整个 平面 
上 解析 , 它 是 一 个 整 函 数 9(2) 的 导数 ， 从 这 一 事实 经 过 计算 就 可 
以 推 知 f(z)e-*" 的 导数 为 零 ， 故 了 (2) 必 是 er 的 常数 倍数 ; 这 一 
常数 可 以 并 在 g(z) 之 内 . 

应 用 这 一 方法 我 们 还 可 以 求 得 具有 有 穷 个 零点 的 最 一 般 整 函 
”st93，。 


数 ， 设 画 数 f(z) 在 原点 处 具有 人 r 个 零点 (m 可 以 为 堆 ) ,这 .一 函 数 
的 其 他 零点 记 为 gz, as,…, aw, 重 零 点 重复 计数 ， 于 是 显然 有 


f(z) =e NG- 玄 )， 


如 果 零 点 有 无 穷 多 个 ， 我 们 可 以 试用 无 穷 乘积 来 求 得 一 个 类 
似 的 表示 . 这 一 推广 显然 是 


Ja-zoereTI(1 一 二 ) (17) 
这 一 表示 当 无 穷 乘 积 在 每 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 时 有 效 ， 事 实 上 ， 
如 果 这 一 无 穷 乘积 在 每 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 ， 则 它 将 表示 一 个 束 
函数 , 它 的 零点 和 f(z) 的 零点 相 重 (原点 除外 ), 而且 零 点 的 重 数 也 
相同 ， 由 此 可 知 , 商 可 以 写成 zmere). 

(47) 式 中 的 乘积 当 且 仅 当 习 1/1an| 收敛 时 绝对 收敛, 而且 此 
时 它 在 每 一 个 闭 圆 盘 jz| < 及 中 的 收 仑 还 是 一 致 的 . 只 有 在 这 种 特 

: 殊 情况 下 , 我们 才能 有 (17) 式 的 那 种 表示 . 

至 于 在 一 般 的 情形 , 那 就 必须 应 用 收 化 化 因子 (convergence~ 
producing faotor)， 考察 复数 mm#0 的 -个 任意 序列 ， 此 处 
lim wm 一 sc, 我 们 来 证 明 , 有 这 样 的 多 项 式 ps(2) 存 在 ,使 得 

KU- 二 和 er | (18) 
收敛 于 一 个 整 函数 .这 一 无 穷 乘积 和 一 个 级 数 一 同 收敛 ， 这 个 级 
数 的 通 项 为 
ra(2) log(1— 二 )+ps(e), 
式 中 ， 对 数 的 分 支 应 取得 能 够 使 m(s) 的 患部 介 于 一 及 m (包括 
5 在 内 ) 之 闻 ， 
对 于 一 个 给 定 的 R， 我 们 只 考察 |@| > 玉 的 项 ， 在 圆 盘 |z| 
<R 上 , log(1 一 z/as) 的 主 支 可 展 为 Taylor 级 数 ， 
区 1/z2\? 1/2\3 
log(1- 直 )- 一 译 - 豆 ( 志 ) - 吾 ( 襄 ) 一 
”改变 符号 , 并 且 取 pn(2) 为 部 分 和 
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mm + 于 (之 ) +…+ 直 (三 ). 


2 Ta ~ Gn 
于 是 (2 的 表示 式 为 
Yan 十 二 1 "hn 区 
mn) 一 一 吉 二 了 ( 声 ) -元 二 引 译 ) 本 
并 可 容易 地 求 得 如 下 的 估 值 . . 
1 R Mn 十 BR -1 
m1<TT( GT . (19) 
现在 设 级 数 
”oo 1 R Mn 十 二 
ri) 


收敛 。 根据 估 值 (19) 可知, rn(?)>0， 因此 只 要 nn 足够 大 ,7%(z) 的 
虚 部 就 应 介 于 一 zx 及 zw 之 闻 ， 而 且 ， 从 比较 中 可 以 看 出 级 数 
Zrm(s) 在 | 引入 忆 上 绝对 且 一 致 收 么 ,因此 乘积 (18) 就 表示 一 个 在 
|z| 到 吾 内 解析 的 函数 。 在 证 明 中 我 们 必须 将 |an| < 有 B 的 值 排除 . 
但 (18) 的 一 致 收敛 性 在 对 应 因子 重 行 加 入 时 显然 并 不 改变 . 

剩 下 的 我 们 只 要 证 明 对 于 所 有 的 都 能 使 级 数 (20) 收 敛 即 
可 . 但 这 是 很 明显 的 , 因为 如 取 as 一 必 〈20) 式 变 成 一 戎 级 数 ， 它 
的 收敛 半径 是 无 穷 大 , 这 可 应 用 收敛 半径 公式 来 证 明 , 或 研究 已 取 
任 一 固定 值 时 的 强 几何 级 数 ( 公 比 <1) 来 推出 ， 

定理 了 存在 一 个 县 有 任意 规定 的 零点 o 的 整 函数 ， 只 要 在 


9 
2 


ee 


ee + oe + ee . 


Fa eo (2) vi 元 ) 坪 ， Gn 


二 


(21) 
此 处 ,乘积 是 对 所 有 的 do*0 取 的 ,ms 为 蘑 些 束 数 ， op) 为 一 又 函 
数 . 
这 一 定理 系 由 Weierstrass 提出 . 它 具 有 如 下 一 条 重要 的 系 ， 
系 、 在 整个 平面 上 的 任 一 半 纯 函 数 必 是 两 个 整 函 数 之 商 . 


”因为 ， 如 设 妃 ( 刀 在 整个 平面 上 是 半 纯 的 ， 则 可 求 得 一 个 整 函 
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数 g(z), 以 耳 (z) 的 极点 作为 该 函数 的 零点 . 于 是 积 FP(z)g(*) 是 
一 整 函数 , 记 为 f(x). 有 即 得 P(x) 一 f(z)/g(%)， 
在 表示 式 (21) 中 ,如 能 选择 所 有 的 rw 互 等 , 则 这 表示 式 就 更 


为 重要 。 上面 的 证 明 表 明 , 只 要 级 数 刀 (BR/16s1)**4/(h+1) 对 所 

有 的 刀 收 全 也 就 是 说 ,只 要 习 1/|o| "<eo 则 无 各 
玉 os 

收敛 ,而且 表示 一 整 函数 ， 设 思 为 使 上 述 级 数 收敛 的 最 小 整数 ; 于 


是 表达 式 (22) 就 称 为 与 序列 {an} 相关 的 典型 乘积 , 大 称 为 典型 乘 
积 的 气 格 (genus). 

在 表示 式 (21) 中 , 只 要 可 能 的 话 , 我 们 总 应 用 典型 乘积 , 因此 
这 一 表示 式 是 唯一 地 确定 的 。 如 果 在 这 一 表示 式 中 ,9(%) 化 为 一 
个 多 项 式 , 则 称 函数 了 () 是 有 穷 亏 格 的 ,而 根据 定义 , 了 () 的 亏 格 
就 等 于 这 一 多 项 式 的 次 数 或 由 型 乘积 的 亏 格 二 者 之 中 较 大 的 一 
数 ， 例 如 , 亏 格 等 于 堆 的 间 通 数 具有 下 列 形 区 


Canm -二 )， 
且 1/|a,|< 之 co， 亏 格 为 1 的 整 函 数 的 典型 表示 或 者 为 
orei 二 
/| 人 | 一 ce， E1/lanl =o0; 或 者 为 
ore- 


YL1/|m|<co， 6 关 0， 

.作为 一 个 应 用 ， 我 们 来 考察 sin wz 的 习 积 表示 。. 这 人 一 函数 的 
零点 为 整数 z= 土 %。 由 于 之 1/n 发散 ,而 1/wwy 收 敛 ， 帮 应 取 ” 
=1, 于 是 得 如 下 的 表示 式 .: 


Sin me = 6 IT 1 和 )e. | 
为 了 确定 9(z)， 作 式 子 商 边 的 对 数 导 数 , 得 
wm cobms 一 二 十 g (2) 十 3( -二 )， 


% 
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这 里 所 用 的 方法 可 以 很 容易 地 用 任 一 不 包含 点 z==n 的 紧 致 集 上 
”的 一 致 收敛 性 来 验证 ， 与 前 面 的 公式 (10) 比 较 , 即 知 g(z) =0. 因 
此 g(2) 是 一 常数 ,而 由 于 lim sin ms/z 一 m， 故 必 有 or 中 =wn， 于 是 


区] 


gin my 一 75& IT (1 一 三 je (28) 


在 这 -表示 式 中 ,对 应 于 nn 及 一 n 的 因子 可 以 并 在 -起 , 从 而 得 到 
较 简洁 的 形式 ， | 
Sin m= 0% H(i 邱 外 (24) 
由 (23) 式 可 知 sin me 是 亏 烙 为 1 的 整 函 数 。 


习 题 
1, 设 o 阅 吕 ， 并 设 44 均 为 任意 复数 。 证 明 存在 一 个 整 函数 fse)， 它 
满足 f(an) = 4,. 
[提示 : 设 %(o) 是 在 o 有 单 地 点 的 函数 ， 证 明 对 00 所 一 -7 


g—an 9 on) 
对 的 某 一 选择 收敛 ,| 
2. 求证 , 


sln (s+a) 一 erz oot wo n( 十 和 je 

只 要 w 不 为 整数 ， 

[提示 : 将 典型 乘积 前 的 因子 记 为 9(s), 确定 gC8)/g(2).] 

3. 求 cosV# 的 亏 格 . 

4. 设 f(a) 的 亏 格 等 于 hh, 问 f(s?) 的 亏 格 能 有 多 大 及 多 小 ? 

5 求证 , 设 /(2) 是 亏 格 为 0 或 1 而 且 有 实 零 点 的 函数 ,又 如 f(s) 在 2 为 
实数 时 为 实数 , 则 疡 (sy 的 所 有 零点 亦 为 实数 。 

[提示 : 考虑 Imf(z)/f(4).] 


2.4 六 -函数 


务 数 sin rz 以 所 有 整数 为 零点 ， 它 是 具有 这 一 性 质 的 最 简单 
函数 , 现在 我 们 来 介绍 -一 种 只 以 正 整 数 或 以 负 整数 为 零点 的 函数 . 
以 负 整 数 为 零点 的 最 简单 函数 , 举例 来 说 , 就 是 对 应 的 典型 乘积 
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G(2) = TI(1+ 4) 4 (25) 
很 明显 ，G( 一 包 必 将 以 正 整数 为 零点 ， 与 sin wz 的 乘积 表示 (23) 
比较 , 立即 可 得 
zG NG- = (26) 


由 G(o) 的 构 作 方式 可 知 ， 它 应 具有 另外 一 电 简单 性 质 我 们 
看 出 Ce 一 1) 具有 与 Ql) 同样 的 零点 ， 另 外 还 有 一 零点 在 原点 ， 
因此 , 它 显 然 可 以 写成 

G(z 一 革 ) =zer Gz), 
此 处 y(2) 为 一 整 函数 为 了 确定 y(s)， 可 取 式 子 两 边 的 对 数 导 
数 , 于 是 得 


C 二 1 1 
2( 十 各 一 二 -+ 7 (2) 十 2 (二 十 物 -去 )， (27) 
在 左边 的 级 数 中 , 可 以 n+ 代 % 因而 


Ce 1 1 1 
(i -1 -= 志 -1 十 (ss Zin AT 
工 fl 
= 二 -1+ 2 去 Z 十 % -+ PC 名 十 土生 
最 后 一 个 级 数 的 和 为 4， 因此 方程 (27) 变 成 Y(z) 二 0， 故 知 yz) 
是 一 常数 ， 记 为 Y， 函数 G(z) 具有 一 种 四 生性 质 ， 即 G(x 一 1) 
一 C1zG(z)， 为 了 简单 起 见 ,考察 函数 吾 (2) =G(z)eY”, 它 显然 满足 
函数 方程 豆 (z 一 =zH (2)， 
y 的 值 很 容易 确定 ， 命 一 1， 则 得 
1=G(0)=eG{(1), 
i 
因此 “(ti)”. 
此 处 ,第 包 个 部 分 乘积 可 写 为 : 
(nm 二 1 和 1) 
于 是 得 。 y= lim (1+ 豆 二 +…… 十 二 log、 
常数 > 称 为 Euler 常数 ; 它 的 近似 值 为 0.57722. 
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如 五 (z) 满足 关系 五 (一 DzHO, 则 荆 G@)=1/[zH(2)] 
必 满 足 关系 (一 1) 一 T(x)/(z 一 1), 或 
T(z+1)=2T(%), 08) 
这 是 一 个 非常 有 用 的 关系 式 , 因此 , 习惯 上 把 荆 (z) 也 包括 在 初等 
函数 之 中 ,并 称 之 为 Bular 本 ~ 函数 . 


从 定义 可 得 显 表 未 式 
Tr() -< 一 广 OD em， (29) 
而 公式 (26) 变 为 
T(aT(—2) = (30) 


in gz ” 
遇见 下 ( 是 一 个 半 纯 通 数 , 有 家 点 在 z-0， -了 一 2 … 但 没有 
零点 . 
我 们 有 PCD -了 由 函数 方程 得 (2) -二 (3) -1.2 
荆 (4) =1.2.3， 一 般 地 ， 荆 (n) 一 (nm 一 1)!1。 因此 , -函数 可 看 作 
是 阶乘 的 一 种 推广 ， 从 (30) 式 可 知 T( 子 ) MT. 
从 log 工 (z) 的 二 阶 导 数 可 很 容易 地 求 得 荆 -函数 的 其 他 性 质 , 
对 于 这 个 二 阶 导数 ， 由 (28), 可 得 简单 玫 达 式 
了 (2 1 
(7 )- Bay (3D 
“举例 来 说, 不 难看 出 (2)F(z 十 瑟 ) 及 大 (29) 具 有 同样 的 零点 ， 事 
实 上 ,应 用 (31), 可 得 


二 1 1 
一 Per + Em] 


i » a /TT'(2%) 
一 4 人 (2z 十 2)3 -2 世人 矿 (22) ) 


“198 ， 


积分 后 得 了 (DR(s+ 村 ) 一 ro(29， 
此 处 a 及 5 为 待定 常数 ， 以 x 一 去 及 4 一代 入 ,应 用 已 知 公式 
T(§)=V, TCD=: 
(3) rar 
下 是 得 到 二 上 8 一 于 log mr， 5 二 logm-log2. 由 此 得 4= 
210g2, 而 5 一 训 log mr 二 log2; 因此 
VRET 0) 27 (0) T (z+ 去 ). 
这 一 公式 称 为 Legendre 加 倍 公式 . 
z 习 是 
1. 法 证 明 下 列 Gauss 公式 : 


(9) TO = T(E) T(t )-r( +1), 


名 VO 


2 ED. 
3. 工 (#) 在 极点 #= 一 % 处 的 留 数 是 什么 ? 


2.5 Stirling 公式 


在 函数 的 许多 应 用 中 , 最 为 重要 的 就 是 要 了 和 解 当 z 很 大 时 
入 (人 的 性 态 ， 应 用 一 个 古典 的 公式 ,就 可 以 把 并 (2) 算 得 很 精确 ， 
而 且 也 很 省 力 ， 这 一 古典 公式 称 为 Stirling 公式 , 证 明 的 方法 很 
多 . 我 们 这 里 将 用 留 数 计算 法 来 导出 这 一 公式 , 主要 是 根据 
Lindelf 关于 留 数 计算 的 经 典 著作 .这 是 一 个 非常 简单 而 有 益 的 
”证 明 方法 , 它 给 我 们 提供 了 在 稍 较 复杂 的 情形 中 应 用 留 数 的 机 会 ， 
我 们 从 log 工 (z) 的 二 阶 导数 公式 (81) 出 发 , 先 将 部 分 和 
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1 1 1 1 
ETD Gr ty 
表 成 线 积分 ， 为 此 ， 需 要 有 一 个 函数 ， 它 在 整数 点 v 上 有 和 留 数 

1/(z+2)% 最 适当 的 是 取 
_ Nootml 
GO 区- 

此 处 《是 一 变数 , 而 + 则 只 作为 一 参数 , 在 推导 的 前 半 部 分 , 我 们 
将 它 保持 于 一 固定 的 值 一 “十 动 ， 其 中 *>0， 

我 们 现在 将 留 数 公式 应 用 到 一 个 矩形 上 ， 和 矩形 的 重 直 边 在 
E00 及 n+ 部 上 , 而 水 平 边 则 为 n= 十 ,并 先 令 了 了 而 后 令 % 
趋 于 co， 令 盾 形 的 周 界 为 玉 , 它 通过 0 处 的 极点 , 但 只 要 我 们 取 


积分 的 主 值 并 将 原点 的 留 数 的 一 半 也 算 进 去 , 则 公式 仍 适 用 ， 因 
此 得 . 


1 
e048-- 吉 + 访 5 坟 yr 


在 矩形 的 水 平 边 上 , 当 了 一 ce jy oo 一 致 地 趋 于 士 由 
于 因子 1/ 二 六 趋 于 0, 故 知 对 应 积分 的 极限 为 0。 现 在 只 剩 无 


限 垂直 线 上 的 两 个 积分 ， 在 n+ 妆 的 各 条 直线 上 , cotml 是 有 
界 的 ,而 由 于 这 一 函数 的 周期 性 ， 可知 它 的 界 不 依赖 于 m。 由 此 可 
知 沿 直线 E 一 9 十 的 积分 将 小 于 一 个 常数 与 下 列 积分 的 积 ， 


| 一 
| 
这 一 积分 是 可 以 计 值 的 , 因为 在 积分 的 沿线 
“一 2 十 1 一 2 

应 用 留 数 可 得 

了 | 全- 

|i—z: oJ E+e) (2 十 1 一 十 2 2 十 1 二 22 
因此 , 当 w->co 时 ,极限 为 零 

最 后 , 沿 虚 轴 一 ioo 至 二 ice 段 的 积分 主 值 可 写成 
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[ Cot gr em mr 


= 上 coth mr。 

符号 应 相反 ， 于 是 得 公式 ， 
PAG 闻名 -去 + Coth qh TT 2 nr dn (82) 

现在 最 好 令 coth mn~—1+ -se 

代入 上 式 , 从 值 为 1 的 项 所 得 的 积分 其 值 为 1/z， 因 此 (32) 可 写成 


T's) 1 ”dnz dn 
pa 70 )-3 部 +j。 TT Ts (33) 


2ng 
(7 +) 


这 里 的 积分 是 非常 迅速 地 收敛 的 . 
令 z 在 右 半 平 面 上 变化 ， 则 这 一 公式 可 以 积分 . 从 而 得 到 
T(z) 1 了 En 
Ta =- c+logz- 训 -| ar BT (34) 


式 中 log 为 对 数 的 主 支 而 C 为 积分 常数 。 最 后 一 项 的 积分 尚 须 
加 以 验证 ， 为 此 ， 必须 证 明 (34) 式 中 的 积分 可 在 积分 号 下 进行 微 
分 ; 但 这 显然 是 可 以 的 , 因为 这 一 积分 当 2 取 值 于 半 平 面 z>0 中 
的 任 一 紧 致 集 上 时 是 一 致 收敛 的 . 

现在 将 (34) 式 再 积分 一 次 ， 此 时 在 积分 中 显然 将 出 现 
are tan (z/9)， 虽 然 我 们 尽 可 以 定义 一 单 值 分 支 ,但 多 值 函数 的 应 
用 还 是 应 极力 避免 的 。 要 做 到 这 一 点 ， 可 先 用 分 部 积分 来 变换 
(34) 中 的 积分 ， 这 就 有 


”2 2 工人 -一 人 _g-am 
| 十 如 377 一 了 |, (2 十 只) log(1—e™™) gn, 

此 处 的 对 数 当 然 是 实 的 .现在 可 对 2 积分 , 得 

log 三 (2) -0 Ort (sat 三 | pe 5 og 


(35) 
此 处 C 是 一 新 的 积分 常数 ， 而 且 为 了 方便 起 见 ， 我 们 将 C 一 工 写成 
C， 这 一 公式 表明 , 在 右 半 平 面 上 存在 log (2) 的 一 个 单 值 分 支 ， 
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它 的 值 由 方程 的 右 侧 给 出 ， 如 果 适 当选 择 0', 则 可 得 log 三 (2 的 
一 分 支 , 它 在 2 为 实数 时 取 实 值 . 

现在 余下 的 问题 就 是 去 确定 常数 CO 及 C 。 为 此 ， 应 先 研究 
(35) 式 中 积分 的 性 态 ,我 们 把 这 一 积分 记 为 


1(” % I - 
TO- TT (36) 


实际 上 , 只 要 z 保持 远离 虚 轴 , 则 当 z>co 时 , 必 有 J(w) 一 0. 设 
& 取信 于 站 于 而 v0>0, 将 积分 分 为 天 问 分 ,如 ， 


J (= 请 二 | th 


在 第 一 个 积分 中 , |” 十 2| 之 |z|? 一 12/21?=3|z|”/4, 因此 


< | | 187 
在 第 二 个 积分 中 ,| 六 十 2| = jz 一 各 | .|z 十 嫌 | >elz|, 因此 
7 < 二 | lg 
“可 
由 于 log(1 一 em") 的 积分 显然 是 收敛 的 , 故 知 当 s->oo 时 , J1 及 
J 都 趋 于 0. 
将 (35) 式 代入 函数 方程 TG 十 二 =zT(z), 或 log T(z+1) 


一 logz 十 log 7 2) 之 中 即 可 求 得 C 的 值 ; 如 设 2 取 正 值 , 则 对 数 的 
分 支 其 为 明确 ， 代 入 后 得 


0'+0z+O+(s+ 序 og etl) +7 (et1) 
Mm . 1 
=0 十 Cz+(z 十 可 iog 2 十 J (2)， 


由 此 得 CO 一 (e+ 二 )log(1+ =o)+7 CD)— J (2+1)., 
令 s>o0, 可 知 0= 一 1. 

其 次 ， 将 (385) 式 应 用 于 方 和 Te) ALT 一切 一 有 并 令 
5 一 去 十 细则 得 
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20 -147iylog( 记 +y) -ylog (二 -gy) 
+7 (+)+7 (去 )= —log w — log cosh my. 
上 式 中 的 对 数 应 取 主 值 。 至 此 , 还 有 2wi 的 一 个 常数 倍数 需要 确 
定 。 不过， 对 于 y 一 0， 这 一 方程 是 成 立 的 ， 因 为 (3 相 ) 式 确定 了 
log 工 ( 喜 ) 的 实 值 出 此 可 知 它 对 所 有 的 y 成 立 。 令 y->co， 可知 


本 ( 生 + 科 ) 及 J( 圭 -入 ) 将 趋 于 0. 将 左边 的 对 数 展 为 Taylor 
级 数 ,就 得 到 


1 1 
F+Wy 十 -7 
iylog 2 oer SY 上 一 854 十 王 十 81(0)， 
一 1 
去 244/ 
而 在 方程 的 右 侧 ， 


log cosh zy =my — log2+ ea(y), 
其 中 si(g) 及 eoly) 趋 于 0， 从 此 可 得 0' 的 值 为 0' 一 二 log27. 
这 样 ,就 证 明了 如 下 形式 的 Siirling 公式 : 
log T(z) ~ 地 log 2r 一 2 十 (4—3)ogs+ Te), (87) 

或 等 价 地 ， T(zs)=V 了 BJC ， (88) 
以 及 在 右 半 平 面 中 成 立 的 余 项 表示 式 (86). 在 半 平 面 ">>c>0 中 ， 
当 %->co 时 ，7J (2) 趋 于 0. 

在 了 (的 表达 式 中 , 我 们 可 将 被 积 函 数 展 为 1/z 的 等级 数 , 得 
到 

7T 人 = 至 + 全 + 十 +， 


其 中 


0 人 Dog 和 二， (9) 


(—1)* vi 1 
且 | 7 二 二 | TF log— 7 g)。 
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可 以 证 明 ( 例 如 ， 应 用 留 数 )， 系 数 0, 与 Bernoulli 数 ( 见 芋 .8 节 
习题 4) 间 的 关系 为 


0 (DT Ta Br. (40; 


因此 , J (2) 的 展开 式 变 成 


Ww Bl BT 
(8) TS5'Z 4 


DY p+ (41) 
”应 当 注 意 , 这 一 式 与 Laurent 展开 不 能 相 混 .函数 了 (x) 在 oo 的 邻 
域 中 没有 定义 ,因此 , 不 能 有 Laurent 展开 式 ; 不 仅 如 此 , 如 ->co， 
从 (41) 式 所 得 的 级 数 并 不 收敛 只 能 说 , 对 于 一 个 固定 的 为 当 
x->00 时 表达 式 (2)z* 趋 于 0 (在 半 平 面 z>o>0 上 )， 根据 这 
一 特性 , 我 们 把 (41) 作为 一 个 渐 近 展开 式 . 这 种 展开 式 当 2 远 较 
为 大 时 非常 有 用 ,但 对 于 固定 的 x, 在 令 4 变 成 很 大 时 , 就 没有 什 

么 方便 可 言 . 

应 用 Stirling 公式 可 以 证 明 下 列 公式 : 
T@) = | eg, (42) 


这 一 式 当 积分 收敛 时 正确 , 也 就 是 说 它 对 于 x>>0 成 立 ， 把 (42) 中 
的 积分 记 为 了 (x)， 作 分 部 积分 , 得 到 
F(z+1)= | 0-ttGt— -中 ottr-1dt 2 ， 

因此 , (2) 与 (2) 满足 同一 函数 方程 ， 从 而 知 F(z)/TT(2) = P(e 
十 1)/T(z 十 4)， 换 言 之 ,， F(z)/T(z) 是 周期 为 1 的 周期 函数 。 这 
表明 ， 虽然 积分 表示 式 仅 在 一 半 平 面 中 有 效 , 但 F(z) 仍 可 定义 于 
整个 平面 . 

为 了 证 明王) 人 To) 是 一 常数 ， 可 在 一 周期 带 域 (例如 1<z 
不 罗 内 来 估计 | F/T|。 首 先 , 由 (42) 有 

Ial<|. e-tt~14t= P(g), 


因此 , F(z) 在 这 一 带 中 有 界 。 其 次 ,应 用 Stirling 公式 , 对 于 大 
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的 y, 求 re 的 下 界 . 从 (87) 可 得 
log|T(2)| -二 10g2m -z+(2- 去 )1og|s| -yargz+ Bey (o) 
在 上 式 中 , 具有 项 一 yargz 变 为 负 无 穷 大 , 因为 它 可 与 -x|y|/2 
相 比 ， 故 知 | 了 了/ 工 | 不 能 增长 得 比 exw/3 更 快 . 

对 于 一 个 任意 匡 数 ,这 并 不 足以 得 出 结论 说 画 数 必 为 一 带 数 ， 
但 对 于 周期 为 1 的 函数 来 说 , 这 是 很 充分 的 。 因为， F/T 显然 可 
表 成 一 以 L=e** 为 变数 的 单 值 函数 ， 每 一 个 C0 的 值 对 应 于 无 
穷 多 个 z 的 值 , 它们 的 差 是 1 的 倍数 , 因此 对 应 于 F/T 的 是 同一 
个 值 ， 函数 在 C=0 及 《一 co 处 具有 孤立 奇 点 ， 而 我 们 的 估计 表 
明 ，| /六 | 至 多 只 能 象 5->0 时 的 141 下 及 4->co 时 的 此 [一样 
增长 ， 由 此 可 知 ， 两 个 奇 点 都 是 可 去 的 ， 所 以 了/ 工 必 为 一 常数 ， 
最 后 , 从 玉 ( 了 ) = 大 (GD =1 的 关系 可 知 了 F(z) 一 T(z)。， 


习 题 
1. 试 证 明 展开 式 (41). 
2. 对 于 实 的 x>0, 求证 
T(z)=V rt ere/12. 
其 中 0<6(z) <1, 
3. 公式 (42) 使 我 们 可 以 计算 概率 积分 ， 
™ _1 ~ _1 1 -1 — 
ieee A RA 
用 这 一 结果 连同 Cauchy 定理 计算 Fresnel 积分 
sin(an)ds, 人 cos dx 


答 ,两 个 积分 都 等 于 去/ 至. 


3 整 函 数 


在 2.3 节 我 们 已 经 讨论 了 整 函数 表 为 无 穷 乘积 的 表示 式 ， 在 
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-一些 特殊 情形 , 表 为 典型 乘积 的 表示 式 ， 在 这 一 节 里 ,我 们 将 研究 
乘积 表示 式 与 函数 增长 率 之 间 的 联系 ， 这 类 问题 是 由 Hadamard 
首先 研究 的 , 他 把 所 得 结果 应 用 于 他 对 素数 定理 的 著名 证 明 中 ,本 
书 的 篇 幅 不 允许 我 们 介绍 这 一 应 用 , 但 是 Hadamard 因子 分 解 定 
理 的 基本 重要 性 是 十 分 显 见 的 . 


8.1 Jensen 公式 
如 F(s) 为 一 解析 函数 , 则 log|f(z)| 除了 在 f(z) 的 零点 以 外 ， 
是 调和 的 ， 因 此 ,如 f(x) 在 |z|<p 中 解析 而 没有 零点 , 则 
log|7(0)| -过 | 1oglf (por) 1a0, (48) 


且 log|f(z)| 可 用 Poisson 公式 来 表示 . 

如 .Fo) 在 圆 |z| =p 上 有 零点 , 则 公式 (43) 仍 成 立 。 最 简单 的 
证 明 就 是 用 对 应 于 每 一 零点 的 一 个 因子 z 一 pe” 去 除了 (2)， 然后 
”只 要 证 明 


logp- 元 网 logipes 一 peto|d0 
或 | log|e?—e%|d0=—0 
就 够 了 ， 这 一 积分 显然 不 依赖 于 b,， 因此 只 须 诈 明 
| 尖 log |1—e?|a9=0 


即 可 .但 这 是 第 4 章 5.3 节 中 所 证 的 公式 ( 见 第 4 章 6.4 节 习题 
5) 


| log sinede— —w log2 
的 一 个 推论 . 
现在 我 们 来 研究 在 |z| <p 内 部 出 现 零点 时 公式 (49) 的 情形 . 
把 这 些 零点 记 为 1, gs,*…，as。， 重 零点 按 重 数 重复 计数 ， 并 先 设 
2 一 0 不 是 一 零点 。 则 函数 


7O-7G 直 丰 的 
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在 圆 盘 中 没有 零点 ,而 在 |z| =P 上 有 | 已 (2) | = |f(z)|， 于 是 得 到 
log|F(0)| = | loglf Cpe") 1d, 
代入 了 (0) 的 值 , 即 得 
og |f(0) | = 一 襄 log (TE)+ 总 几 Yo8lf Cpe) a9 (的 


一 公式 称 为 Jensen 公式 ， 它 的 重要 性 在 于 它 表 明了 贺 上 的 模 
1 与 各 零点 之 模 的 关系 . 

如 (0) 二 0， 则 这 一 公式 就 比较 复杂 ， $F) on+ ， 对 
f(z) Cp/2?)* 应 用 公式 (44), 可 知 其 左边 应 以 log|e| 十 hlogp 代替 

Poisson 公式 有 一 个 类 似 的 推广 。 为 此 , 只 须 对 log f(z) | 应 
用 一 般 的 Poisson 公式 ， 只 要 jz) 关 0, 就 得 到 


log |f(2) | 一 一 窟 1og -全 


直上 et Ioglf (pe") |d9. (45) 
等 式 (45) 常 称 为 Poisson-Jensen 公式 ， 

严格 说 来 ， 上 面 的 证 明 仅 当 /在 |s| 一 上 关 0 时 有 效 . 但 
(44) 式 表明 右 侧 的 积分 是 p 的 一 个 连续 函数 ， 从 此 就 不 难 肯 定 
《45) 中 的 积分 也 是 连续 的 . 因此 ,在 一 般 情 形 , 可 令 p 趋 近 于 一 极 
”有 限 而 导出 (45) 式 . 

Jensen 公式 及 Poisson-Jensen 公式 在 整 函 数理 论 中 有 很 重 、 
要 的 应 用 ， 


3.2 互 adamard 定理 


设 jz) 为 一 整 函数 ,其 零点 记 为 mi 为 了 简单 起 见 , 设 (0) 
#0、 在 前 面 我 们 已 经 定义 过 , 整 函数 js) 的 亏 格 (2.3 节 ) 就 是 使 
(2) 能 表 成 下 列 形式 的 最 小 整数 及 


JJ-em I (1- 二 ) o 言 二 (过) 二 )” (46) 
此 处 g(2) 为 一 多 项 式 , 其 次 数 <h， 如 果 没 有 这 样 一 个 表示 式 , 屠 
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末 亏 格 就 是 无 穷 大 。 

将 [fCz)| 在 |z|=" 上 的 极 大 值 记 为 MGr)。 整 函数 .Fs) 的 
级 (order) 定 义 为 

全 亚 思 轿 g 

根据 这 一 定义 可 知 ，% 就 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 数 , 这 条 件 是 ， 
对 于 任 一 给 定 的 s>0， 只 要 了 充分 大 ,就 有 
M(r)<e™ (47) 
成 立 ， l 
整 函数 的 气 格 与 级 是 紧密 地 联系 着 的 , 这 可 从 下 述 定理 看 出 ， 
定理 8 ”一 个 整 函 数 的 亏 格 与 级 满足 双 不 等 式 h<X<h+1. 
先 设 (2) 有 具有 有 限 的 亏 格 六 公式 (46) 中 的 指数 因子 的 次 数 
”显然 所 而 一 个 乘积 的 次 数 又 不 能 大 于 各 因子 之 次 数 的 总 和 ， 因 
此 只 要 证 明 典 型 乘积 的 次 数 <h 十 1 就 够 了 .典型 乘积 的 收 伍 性 
列 涵 着 忆 |a|-*+<oo; 这 就 是 主要 的 假设 


把 典型 乘积 记 为 P\a)， 各 别 因 子 记 为 轧 (z/&n), 此 处 
Bw) = (1 ert, 
并 应 理解 ,Botw) = 二 1 一 4. 我 们 就 是 要 证 明 ， 对 于 所 有 的 也 有 如 下 
的 不 等 式 成 立 ; 


log | E(w) | < (2+1) |v tt, (48) 
如 |w|<1, 则 由 等级 数 展开 式 可 得 
og BWI 
因此 ,有 : 
i — luDlogl BW | < lw)". (49) 
对 于 任意 的 & 及 />1 有 
log| BE,(w) | <log| 如 (0 | 十 | 也 {50) 


(48) 式 可 用 归纳 法 来 证 ， 对 于 h=0， 只 须 注意 10g 1 一 wj 专 
log(i 十 ju|)<w. 设 (48) 式 在 以 一 1 代 有 时 成 立 ,就 是 说 ， 
log{ Bi-it0) | < (28—1)|w|. (51) 
* 208。 


从 (50) 和 C51) 可 知 ，1log [GW 1 生 叹 人 证 如 果 | 之 iL， 这 就 
缠 涵 着 (48). 得 如 果 |u| < 我 们 仍 可 用 (49), 结合 (50) 和 (51) 得 
到 
log| Ea [< |ullog| Bi a) 1 +2)ul (2h +) ul, 
这 就 完成 了 归纳 证 明 ， 
由 估计 式 (48) 立 即 可 得 

. log|P(2) | = 10g 友 ( 主 )|<(2h+D) [lB end, 
由 此 可 知 P(z) 至 多 是 十 1 级 的 . 

对 于 反 疝 的 不 等 式 , 假设 了 (2) 的 级 入 是 有 限 的 , 并 令 刀 为 < 
的 最 大 整数 ， 则 +T>X， 我 们 首先 所 应 证 明 的 就 是 瑟 | on1 
收敛， 在 这 个 证 明 中 就 要 用 到 Jensen 公式 ， 

以 "(p) 表 示 零 点 ww，|o| 委 op， 的 数目 . 为 了 求 得 六 p) 的 一 
.个 上 界 ， 可 应 用 公式 (44)， 以 2p 代 p， 并 在 lw|>>p 时 格 去 项 
log (2p/|e,1), 于 是 得 

vp)log2< | loglf(2p0)1a0 loglf(0)|. (59) 
根据 (47) 可 知 ,对 于 每 一 个 se>0, 必 有 Jimy(p)pme=0 
现在 设 零点 a 拨 绝 对 值 的 大 小 排列 ， 如 |om|<io|<… 
<|a|<…. 则 显然 有 n<<pv( | Gn|), 而 从 某 一 ”开始 ， 必 有 
n<v(|os)) < lor) 
护照 这 一 不 等 式 就 可 知 级 数字 lan1-*! 的 强 级 数 为 


Dn Ex 


如 选择 一 个 6, 使 和 十 se 过 +1， 则 强 级 数 收 僵 。 这样 一 来 , 我 们 就 
证 明了 了 (2) 可 写成 (46) 的 形式 ， 其 中 ， 8(%) 到 目前 为 止 只 知 是 一 
个 整 函 数 . 

下 面 我 们 来 证 明 g(%) 是 一 个 次 数 二 有 的 多 项 式 ， 为 此 , 最 好 
应 用 Poisson-Jensen 公式 ， 对 恒等式 (45) 的 两 边 作 运算 (6/8w) 一 
外 2/0y)， 得 
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fa i- \ 
f(%) + (% Cr) 1 十 之 on(P Ganz) 1 > 
+ | 3pe* oo -区 1og|Foe [a0. 
对 z 微分 次 后 可 得 


DH FO) gh itp -Be 
fF) 1 1 


+ hr | ap (pe —2) -21og|f (po) |dh. 
(58) 
现在 令 p 趋 于 co， 为 了 估计 (53) 中 的 积分 ,首先 注意 到 
| por(per—2) "0 ~0, 
因此 , 如 果 从 log|f| 减 去 log MK(p)， 那 就 不 会 有 什么 改变 ， 如 果 
o>2|z|, 则 对 于 log M(p)/1F(eeo)|>0，(53) 中 最 后 一 项 的 模 至 
多 等 于 
(ht 1) ap 二 间 log -PS ag. 
但 是 由 Jensen 公式 ， 


二 | log|f1a0>10g|f(0)|, 


而 且 olog M(p) 一 0， 因 为 < 二 IT， 由 此 得 出 结论 : 53) 中 
的 积分 趋 于 0. 

至 于 (53) 中 的 第 二 个 和 , 由 同一 不 等 式 p>2|z| 连同 [a,| <p 
就 知 每 一 项 的 绝对 值 小 于 (2/p)**:， 整 个 和 的 模 至 多 等 于 
247ip(p)p-*+， 而 我 们 已 经 证 明了 这 是 趋 于 0 的 ,因此 得 到 

Dm FY —h! py (gn —2) 1, (54) 
令 f(z) 一 er 中 3P(z), 得 到 
gr"9(2) 一 Dm 让- Dm 地. 
不 过 ,根据 Weierstrass 定理 , DM(P'/P) 可 从 每 个 因子 分 开 微分 
而 求 得 , 这 样 ,所 得 的 恰好 就 是 (54) 的 右 端 ， 因 此 ,g"*?(z) 恒 等 于 
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等 ,而 g(z) 必 为 次 数 < 大 的 多 项 式 . 于 是 定理 8 得 证 . 

这 定理 是 有 限 级 入 的 整 函 数 的 一 个 因子 分 解 定 理 ， 如果 入 不 
是 整数 , 则 这 亏 格 h， 从 而 这 个 积 的 形式 是 唯一 确定 的 。 如 果 级 是 
整数 , 则 不 确定 ， 

下 面 的 系 表明 了 Hadamard 定理 的 力量 : 

系 一 个 分 数 级 的 整 函 数 取 每 一 个 有 穷 值 无 限 多 次 . 

显 见 了 和 了 一 a 对 任 一 常数 4 具有 相同 的 级 .所 以 只 须 证 明 
f 其 有 无 穷 多 个 零点 。 如 果 了 只 有 有 限 多 个 零点 ， 则 经 除 以 一 个 
多 项 式 而 得 到 一 个 没有 零点 的 同 级 函数 . 根据 定理 , 它 必 有 形式 
er, 其 中 9 是 一 个 多 项 式 ， 但 是 很 明显 , e? 的 级 怡 好 是 9 的 次 数 ， 
因此 是 一 个 整数 ， 由 这 一 矛盾 就 证 明了 系 。 


习 题 


1.3.2 节 第 一 段 中 给 出 的 亏 格 的 特征 从 文字 上 看 与 2.3 节 中 的 定义 不 
一 样 ,为 了 看 出 条 件 的 等 价 性 , 试 补充 必要 的 推理 。 
2. 假设 疙 的 气 格 为 零 , 因而 
ro- 了 0- 划 
试 将 je) 与 9 =" (1- EE) 
进行 比较 。 并 证 明 最 大 模 max |fC)| 9 的 最 大 模 , 并 证 明了 的 最 小 模 >9 
的 最 小 模 . 


4 ” Riemann :~ 函数 


级 数 忆 n-? 对 于 所 有 大 于 等 于 固定 0o>1 的 实数 o 是 一 致 收 

化 的 ， 它 是 级 数 
£0) = Dn (sot (55) 
的 强 级 数 ， 因 此 它 表示 半 平面 Res>1 中 s 的 一 个 解析 函数 ( 见 
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1.1 节 习题 3 在 这 里 记号 s=c 十 刀 是 按 惯例 )， 

函数 5(s) 称 为 Riemann <- 函 数 . 它 在 复 分 析 对 数论 的 应 用 
中 起 着 中 心 的 作用 .在 本 书 中 , 即使 介绍 少量 的 这 些 应 用 也 将 引 
导 我 们 走 得 过 远 , 但 是 我 们 能 够 而 且 应 该 使 读者 熟悉 5- 函数 的 某 
些 较 初等 的 性 质 . 


4.1 乘积 展开 


5(s) 的 数论 性 质 是 5- 函数 与 素数 上 升序 列 Da po …， Do … 
之 间 的 下 列 联系 中 所 固有 的 ， 
定理 9 对 于 o=Res>1, 


re Hp). C56) 


根据 定理 6, 对 于 c>oo> 如 果 级 数 习 |pr*| 一 慎 p7” 一 致 
收敛 , 则 这 个 无 穷 乘 积 也 一 致 收敛， 因为 前 者 是 从 沁 n“ 略 去 一 
些 项 而 得 到 , 它 对 c>>coe 一 致 收敛 是 显然 的 . 

在 条 件 o>1 之 下 ,立刻 可 见 

Ls) (一 2 =Dn B22n) =T ms, 
其 中 mm 取 刀 奇 整数 。 同 理 ， 

£9) (1—27) (1—8) Bm, 

其 中 的 m% 现 在 取 所 有 不 能 被 2 或 3 整除 的 整数 ， 更 一 般 地 ， 

CC) (1—27) 3). —ps) =T ms, (57) 
右 端的 和 取 遍 所 有 不 包含 素 因子 2，8, …, ps 的 整数 。 和 中 的 第 
一 项 是 1 第 二 项 是 p31、 所 以 ,除了 第 一 项 之 外 的 所 有 项 的 和 在 
N->co 时 趋 于 零 , 于 是 


lim to IL (1- 2 ) =1, 


这 就 证 明了 定理 . 
我 们 认为 有 无 穷 多 个 素数 是 当然 的 ， 实际 上 , 可 用 推理 来 证 
明 这 一 事实 ， 因 为 如 果 pw 是 最 大 素数 , 则 457) 将 变 成 


*。 2l3 ， 


CC) (1-2 18"). (1 pi) -1, 
于 是 推出 当 o->1 时 ，L(o) 具有 一 个 有 穷 极限 ， 这 与 习 w+ 的 
发 散 矛 盾 . 


4.2 《(s) 扩 张 到 整个 平面 
我 们 回忆 起 ,对 于 o> 
T(s)= | lg"dy 
(2.5 节 (42))， 在 积分 中 , 以 wz 代 ,得 到 
nT'(s) = 人 wle dao， 
关于 吨 求 和 ,得 到 
OF- (58) 
由 于 o>1, 所 以 积分 在 两 端 是 绝对 


收敛 的 ， 这 就 验证 了 积分 与 求 和 可 
以 交换 。 注意 ,，w** 明确 地 定义 为 
ee 一 iog2 

图 5 表明 两 条 无 穷 路 径 C 
与 Cu 它们 的 起 点 和 终点 都 在 正 实 
轴 岩 近 ， 暂时 我 们 只 考虑 0, 它 的 
精确 形状 无 关 紧 要 ， 只 要 中 心 在 原 


点 的 圆 的 半径 Y<2z. 
定 弄 10 对 于 o>1， 有 : 5-1 
zG)= -二 IQ- [S22 (59) 


其 中 (一 "一 ee-2hoscD 定义 在 正 实 灿 的 余 集 上 , 且 
—n<lmlog(—2) <r. 
积分 显然 是 收敛 的 . 根据 Cauchy 定理 , 只 要 0 不 缠绕 2 
(6 是 整数 ), 它 的 值 就 不 依赖 于 C 的 形状 .特别 ,我 们 完全 可 以 让 
7 趋 于 零 。 不 难看 出 , 沿 着 圆周 的 积分 随 7 趋 于 零 。 我 们 只 剩 下 
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一 个 沿 着 正 实 轴 来 回 的 炽 分 ， 在 上 方 的 边缘 上 ，( 一 一 
ple—(s—Dat ,在 下 方 的 边缘 上 ， (一 2 人 一 2060 和， 我 们 得 到 


#—1 ce 8—1,—(s—1)nri oo 1,(9-1)ni 
| 5 us- 一 | - da | ie 
0 二 一 


= sin(s—1)m(s)T(s). 

由 于 sinG 一 4)x= 一 gin gsr， 二 (sj)T(1 一 8)=x/3insw(2.4 节 ， 
(380))， 所 以 上 式 就 蕴涵 着 (59). | 

公式 (59) 的 重要 性 在 于 ; 右 端 对 s 的 所 有 值 有 定义 且 为 半 纯 ， 
因而 这 公式 可 用 来 将 LCs) 扩张 为 整个 平面 中 的 一 个 半 纯 函数 . 事 
实 上 非常 明显 , C59) 中 的 积分 是 的 一 个 整 函 数 ,而 荆 (1 一 5) 是 半 
纯 的 ,极点 在 s==1,，2;…。 由 于 《G3) 已 知 对 o>>1 解析 ,所 以 在 整 
数 n>>2 上 的 极点 必然 与 积分 的 零点 相抵 消 、 在 s==1,， 一 了 了 (1 一 8) 
具有 一 个 单 极点 ， 留 数 为 1， 这 可 从 2.4 节 的 (29) 看 出 。 另 一 方 
面 , 由 留 数 有 

wr | dz_ 1 


Ds Joe—1 
因此 5(s) 具 有 留 数 1。 由 此 结果 推出 下 列 的 系 : 
系 末了 本 中 弛 一 个 站 二 于， 它 的 


oe oo oe oo + oo 


o @&—1 


Ed 


在 负 整数 和 零 上 的 人 :一 由 可 以 明显 地 计算 . 注意 展开 式 


(1.3 节 习题 和 

1 1 wt Br ap 

2 一 工 -二 - 训 + (一 1) (DR)! 入 。 (60) 
从 (59), C0- | 


因此 多 一 内 等 于 (60) 中 他 的 系数 莱 以 (一 Dml， 我 们 可 以 给 出 下 
列 值 ; 0) 一 一 于 5( 一 2m) 0， 人 (一 2m+1) 一 (一 1)"Bn/2m, 
其 中 为 正 整数 ， 点 -2m 称 为 <- 画 数 的 平凡 零点 . 

4.8 函数 方 和 


在 半 平 面 rc>1 中 函数 由 级 数 (55) 明显 地 给 出 ， 因 此 它 受 
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制 于 估 值 js) ] 入 (ec)，Riemann 认识 到 , 在 (8 和 ?1 一 s) 之 
闻 存 在 一 种 相当 简单 的 关系 。 因 此 , 在 半 平 面 o<<0 中 , 《- 函 数 的 
性 态 也 是 很 好 控制 的 . 
我 们 抄录 通称 为 函数 方程 的 标准 证 明之 一 于 下 ， 
定理 11 
C8) = Zr tsin > TAs)t(1—s). (C61) 


为 了 诈 明 , 我 们 用 图 5-1 中 的 路 径 Os 假定 正方 形 部 分 位 于 
直线 t= 土 (2nr 十 lw 和 = 十 (2n4+T)r 上 ， 闭 链 0 一 OQ 环绕 点 
士 2mxb， 似 一 L，…， 骨 的 环绕 次 数 为 1 在 这 些 点 上 ， 函 数 
《一 切 汪 1 (0 —1) 有 年 乃 局 ， 其 留 数 为 ( 干 2mx 让 由 此 可 知 


i 加 6 二 6 一 2 (2 人 (一 2med) :+ (Sm 


一 2 > (mam) tgin 他 ， (62) 

将 Cn 分 为 CO, 其 中 Cs 是 在 正方 形 上 的 部 分 ,而 Cn 是 在 

正方 形 外 的 部 分 ， 易 见 |e 一 | 在 0 上 不 小 于 一 个 不 依赖 于 mn 的 

固定 的 正常 数 ,而 | (一 2 不 超过 ww 的 一 个 倍数 . 05 的 长 度 
是 % 阶 的 , 故 对 某 常数 4， 有 


| 2 一 dz| < Anr. 
的 1 


车 ao<0, 则 沿 0 的 积分 当 w->co 时 趋 于 零 , 而 沿 以 的 积分 当然 
也 是 如 此 ， 因 二, 沿 0, 一 0 的 积分 将 趋 于 沿 一 0 的 积分 , 由 定理 
10, (62) 左 端 趋 于 5s)/T(1 一 9). 


在 关于 o 的 同一 条 件 下 , 级 数 忆 m 了 收敛 于 5(1 一 s)，(62) 


右 端的 极限 是 C(I 一 s) 的 一 个 倍数 ， 这 些 极限 的 相等 直接 导致 广 
程 (61)， 这 样 就 在 o<0 下 对 所 有 的 s 证 明了 (61)， 但 是 两 个 在 
一 非 空 开 集 上 一 致 的 半 纯 函数 必 是 恒 等 的 ， 因 此 (61) 对 所 有 的 s 
正确 . 

函数 方程 有 一 些 等 价 的 形式 . 例如 , 如 用 恒等式 荆 (3) 荆 (1 一 s) 
~x/sinxs, 则 (61) 列 涵 着 
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CL(1—s)=2:-m- cos 可 T(s)e(s), (68) 


定理 二 的 内 容 也 可 表述 为 如 下 形式 
系 函数 
EGG) = 吉 sCs)m Ts/2) Cs) 


是 整 函 数 并 满足 6(3) 一 &(1 一 s). 

$(s) 为 整 函 数 是 明显 的 ， 因 为 因子 1 一 s 抵消 了 《ks) 的 极点 ， 
而 工人 s/2) 的 极点 抵消 了 《4s) 的 平凡 零点 。， 应 用 (63)， 可 把 &(8) 
一 6(1 一 8) 写成 


w/aT (s/o Ls) 一 me-D/37 (3 


一 Qt-sw-G+D/aT(s)T ( 1 元 


2 
由 于 TI (ET (3:) 一 rr/ cogwrs/2， 
故 上 式 就 等 价 于 


mt/3a7(8) =2717(3)T( Es )， 


而 这 不 过 是 Legendre 的 加 倍 公式 (2.4 节 )， 于 是 系 得 证 . 

(8) 的 级 是 什么 ? 由 于 E(G9) -EL-s), 故 只 要 对 >> 豆 估计 
ECs) | 就 可 以 了 ， 从 Stirling 公式 (3.5 节 , (37)) 易 见 ,对 于 常数 
4 与 大 的 1s|, 有 1log|T(s/2)|<41sllog1s|, 而 这 一 信 信 对 于 的 
实 们 是 精确 成 立 的 . 因此 ,如 果 可 以 证 明 15(s) | 当 0 关 却 时 相对 
地 小 , 就 可 推出 它 的 级 是 1. 

我 们 用 标准 的 记号 [中 表示 <2 的 最 大 整数 、，.E 设 o>1, 读 
者 不 难 验证 下 面 的 计算 ; 
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这 等 同 于 eos 3 T(s) 工 ( 


0 0 为 十 生 ba 
| tzjz de 一 人) "| wdr=s +: Sm ns— (n+1i) sy 
N N 儿 


一 8 二 | -+ pa Ns 


N+1 


由 此 得 到 
L(s) =» n+ Ws] (一 [四 Je- (64) 


以 上 是 对 o>1 证 明 的 ,但 对 o>0, 右 端的 积分 收敛 ， 所 以 等 式 对 
0>0 仍 保持 正确 , 顺便 提 一 下 ,(64) 在 s 一 1 处 有 极点 其 贸 数 为 
1. 
如 果 0 之 亏 , (64) 产 生 如 下 形式 的 一 个 估 信 ， 
CO SN+AINI -Yisl. 

它 对 大 的 |s| 正确 ,其 中 4 不 依赖 于 。 和 W， 选 取 N 为 最 接近 于 
sl% 的 整数 ,就 知 1 人 Cs) | 为 |s|ws 的 一 个 常数 倍数 记 界 。 所 以 
这 个 因子 关 不 影响 2(s) 的 级 . 


4.& 《函数 的 零点 


从 乘积 展开 \56) 可知 ，《(s) 在 半 平 面 o>1 内 没有 零点 ， 根 
据 这 一 点 , 由 函数 方程 可 知 , 在 半 平 面 o<0 内 的 唯 有 的 零点 都 是 
平凡 零点 ,换言之 , 所 有 非 平凡 零点 都 位 于 所 亩 的 临界 带 critice1 
strip)0<o<tl 内 ， 著名 的 Riemann 猜测 说 ,所 有 非 平凡 零点 位 
于 临界 直线 0 一 去 上 。 这 个 狂 测 到 现在 没有 证 明 ， 世 没有 反 证 ， 
不 难 证 明 在 c= 工 和 =0 上 没有 零点 .现在 已 经 知道 , 渐 近 地 有 
三 分 之 一 以 上 的 零点 位 于 临界 直线 上 @ . 

设 育 (了) 为 零点 数 ,0<t<TP。 我 们 不 加 证 明 地 引 录 下 式 供 读 

者 参考 . 

卫 

2m 
乔 ”由 orman Levinson 在 1975 年 证 明 。 


.人 -了 工 
NOT) “Ig 了 士 O(log 全)。 


9 317。 


5 正 规 族 


在 第 3 章 第 芋 节 中 我 们 已 经 使 读者 熟悉 了 把 一 个 通 数 看 作 空 
闻 一 点 的 想法 . 因而 在 原则 上 , 点 集 与 函数 集 之 问 就 没有 差别 ， 为 
了 在 这 二 者 之 间作 一 个 显著 的 区 别 ， 我 们 把 函数 的 集合 称 为 函数 
族 ,通常 我 们 总 假设 同一 族 中 的 所 有 函数 都 定义 在 同一 集 上 . 

我 们 首先 关心 的 是 定义 在 一 个 固定 域 上 的 解析 函数 族 。 重 要 
的 例子 是 , 有 界 解 析 函 数 族 ,不 二 次 到 同一 值 的 函数 族 等 等 、 目的 
是 研究 在 这 些 函 数 族 内 的 收敛 性 质 . 


5.1 等 度 连 续 性 


虽然 我 们 主要 关心 的 是 解析 函数 ， 但 是 选 一 个 更 一 般 的 出 发 
点 是 有 利 的 。 这 就 是 , 对 于 在 任 一 度量 空间 中 取 值 的 函数 族 ,我 们 
的 基本 定理 是 正确 的 , 并 且 是 同样 容易 证 明 的 ， 

作为 一 个 基本 假设 , 令 多 表示 函数 /的 族 ,这 些 函 数 定义 在 
复 平面 的 一 个 固定 的 域 9 上 ,并 取 什 于 度量 空间 38、 象 在 第 3 章 
第 工 节 中 一 样 ,8 中 的 距离 函数 记 为 a 

我 们 的 兴趣 是 多 中 的 函数 组 成 的 序列 { Fo} 的 收敛 性 我 们 
没有 特殊 的 理由 希望 序列 {f} 一 定 收 剑 ; 相反 ,更 有 可 能 会 遇 到 
相反 的 极端 情形 , 就 是 序列 并 不 包含 任何 收敛 的 子 序列 , 在 很 多 声 
合 , 后 一 种 可 能 性 的 出 现 是 一 个 严重 的 障碍 , 因此 , 下 面 考察 的 目 
的 ,是 要 找 出 一 些 条 件 ,反映 这 类 性 态 的 规律 。 

我 们 回忆 一 下 一 个 取 值 于 度量 空间 中 的 函数 7 的 连续 性 定 
义 . 根据 定义 , f 在 zo 连续 是 指 ; 对 于 任 一 s>0, 存在 一 个 3>0， 
使 得 只 要 |z 一 m0| <5, 就 有 QC(z), f(zo)) 8， 如 果 可 取 6 不 依 
赖 于 zo, 则 称 了 是 一 致 连续 的 ， 但 在 函数 族 的 情形 ,还 有 另外 一 关 
一 致 性 ， 即 是 否 可 取 6 不 依赖 于 六 我 们 选取 8 来 满足 这 两 方面 
的 要 求 , 这样 就 引导 到 下 列 定义 ， 

定义 1 族 炙 中 的 函数 称 为 在 集合 恕 EQ 上 是 等 度 连续 的 ， 
as 28 


当 且 仅 当 对 于 每 一 个 s>0, 存在 一 个 3>0, 使 得 只 要 ao 与 *E 卫 ， 
1z 一 zo| < 之 5, 同时 对 于 所 有 的 函数 7E 多 ， 都 戌 立 ge)， 太 szo)) 
8, 

注意 ， 据 这 一 定义 ， 在 一 个 等 度 连续 族 中 每 一 了 本 身 是 在 如 
上 一 致 连续 的 . 

现在 回 到 收敛 子 序列 的 问题 .我 们 的 第 二 个 定义 用 来 刻 划 具 
有 正规 性 态 的 族 ; 

定义 2 族 多 称 为 在 内 是 正规 的 ， 如 果 函 数 fE. 的 任 
一 序列 {f,} 包含 一 个 在 8 的 任 一 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 的 子 序列 ， 

这 一 定义 并 不 要 求 收敛 子 序列 的 极限 函数 都 是 多 中 的 函数 ， 


5.2 正规 性 和 紧 致 性 


读者 应 该 注意 到 正规 性 与 Bolzano-Weierstrass 性 质 (第 3 章 
定理 7) 之 间 的 紧密 相似 性 .为 使 从 相似 性 更 进一步 , 我 们 需要 在 
函数 空间 上 定义 一 种 距离 (组 成 这 种 空间 的 函数 定义 在 9 上 ， 取 
值 于 S 中 ), 使 得 关于 这 一 距离 的 收 剑 狂 应 当 与 紧 致 集 上 的 一 致 收 
敛 性 有 完全 相同 的 意义 ， 

为 此 目的 , 我们 首先 需要 2 的 一 种 用 紧 致 集 BrCQ 的 增 序列 
来 实现 的 穷 举 (ezhaustion)， 这 是 指 ，@ 的 每 一 紧 致 子 集 如 应 包 
含 在 一 个 及 中 ， 构造 有 很 多 可 能 的 方法 : 为 具体 起 见 , 设 如 ; 是 
由 8 中 所 有 与 中 心 距 离 < 而 至 边界 89 距离 >1/% 的 点 组 成 . 
显 见 每 一 Bs 是 有 界 闭 集 , 因 此 是 紧 致 集 ， 任 一 紧 致 集 如 CQ 是 有 
界 的 , 并 且 到 89 有 正 的 距离 ， 所 以 它 包含 在 一 个 Bs 中. 

设 了 与 9 是 定义 在 Q 上 而 取 值 于 $ 中 的 任意 两 个 函数 ， 我 
们 要 定义 这 两 个 函数 之 间 的 一 个 距离 p(f，Jg)， 但 不 要 与 它们 的 
值 之 间 的 距离 a(f(z), 9(z)) 相 混淆 ， 为 此 , 先 将 & 换 成 距离 沙 数 
这 函数 也 满足 三 角 不 等 式 , 并 且 具 有 有 界 的 优点 (第 3 章 第 1.2 节 
习题 1)， 其 次 , 令 
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SnCf, 9) 一 sup 8(f(2), 9(2)), 
它 可 以 看 作 如 ,上 与 g 之 间 的 距离 ， 最 后 ,采用 定义 
plf, 9) = Dorf, 2 (65) 


容易 验证 p(f, 9) 是 有 穷 的 ， 并 且 满 足 距离 函数 记 应 满足 的 所 有 
条 件 (第 8 章 第 1.2 节 ). 

距离 p(f, 9g) 具有 我 们 期 待 的 性 质 ， 首 先 假设 在 -距离 的 意 
义 下 .An 一， 于 是 对 于 大 的 nm， 有 p(j, 有 ) 达 s, 因此 ,由 (65), 有 
Su 亡 <28. 这 意味 着 在 柬 上 一 致 地 成 立户 一 记 先是 关于 5- 
度量 的 , 因此 也 是 关于 史 度 量 的 . 由 于 每 一 个 紧 致 的 五 包含 于 一 
个 声 之 中 , 攻 知 在 如 上 收敛 是 一 致 的 ， 

有 反之, 设 f 在 每 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 到 f， 则 对 任 一 上 ， 有 
Bx(fn, 了 ) 一 0， 而 由 于 级 数 之 6n《f。, 力 2“ 有 一 个 收敛 的 强 级 数 ， 
其 项 不 依赖 于 %n， 故 不 难 推 知 ( 如 在 Weierstrass M 检验 法 中 ) 
plfs, 旋 一 0. 

我 们 已 经 证 明 关 于 距离 p 的 收敛 性 等 价 于 紧 致 集 上 的 收敛 
性 . 返 今 为 止 , 我 们 没有 假设 S 是 完备 的 ,但 如 果 S 是 完备 的 , 则 
易 知 所 有 取 值 于 中 的 函数 组 成 的 空间 就 象 距 离 为 p 的 度量 空 
间 一 样 是 完备 的 ， 

有 理由 可 以 说 ,我们 已 经 引进 的 度量 是 任意 的 、 人 为 的 ， 然 
而 , 从 我 们 已 经 证 明 的 可 知 , 开 集 与 构造 中 涉及 的 选择 无 关 , 换 言 
之 ,拓扑 具有 一 种 内 蕴 的 意义 ,适合 于 解析 函数 理论 的 需要 . 

现在 回忆 一 下 Bolzano-Weierstrass 定理 ,根据 这 一 定理 ， 为 
使 一 个 度量 空间 是 紧 致 的 ， 必 须 而 且 只 须 每 -个 无 穷 的 序列 具有 
一 个 收敛 的 子 序列 (第 3 章 ， 定 理 7)。 将 这 一 定理 应 用 于 装备 了 
距离 p 的 集合 多 ， 就 得 出 结论 : 多 是 紧 致 的 当 且 仅 当 多 是 正规 
的 , 而 且 极 限 函 数 本 身 属于 多.、 另 一 方面 , 如 果 多 是 正规 的 , 则 
它 的 闭 包 多 ”也 是 正规 的 .于 是 得 到 刻 划 正 规 族 的 特征 如 下 . 

定理 现 ”为 要 族 .多 是 正规 的 , 其 充分 必要 条 件 是 ; 它 的 闭 包 
< 多 -关于 距离 函数 (65) 是 紧 致 的 
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习惯 上 ,车 多 - 是 紧 致 的 , 则 称 天 是 相对 紧 致 的 。 这 样 ， 正 
规 族 和 相对 紧 致 族 基 一 回 事 . 

现在 我 们 把 正规 族 概念 同 全 有 界 概念 联系 起 来 . 若 多 是 正 
规 的 , 则 多 - 是 紧 致 的 , 而 根据 第 3 章 定理 6， .多 - 是 全 有 界 的 , 因 
此 多 也 是 全 有 界 的 ( 见 第 62 页 的 脚注 )， 按 定义 ， 这 意味 着 ， 对 
任 一 s>0, 存在 有 穷 多 个 函数 户 ，…， f,E 多 ,使 得 每 一 个 FE.， 
对 某 个 户 , 成 立 p(f, >>e。 反 过 来 ， 如 果 多 是 全 有 界 的 ， 则 
多 亦 然 .车 已 知 S 是 完备 的 , 则 之 ”也 是 完备 的 , 因而 是 紧 致 
的 . 换言之 , 若 S 完备 ， 则 多 正规 的 充 要 条 件 为 它 是 爹 有 界 的 . 

下 面 的 定理 用 S 上 的 原来 度量 而 不 是 用 辅助 度量 p 来 叙述 
全 有 界 的 条 件 . 

定理 18 为 要 族 .多 是 全 有 界 的 , 必须 而 且 只 须 对 每 一 个 紧 到 
集 忆 CO 和 每 一 个 >>0, 可 以 找到 户 ，…, 户 E 多 ,使 得 每 一 让 E 
多 ,在 召 上 对 某 个 方 成 立 以 记 亡 )<<s. 

设 多 是 全 有 界 的 , 则 存在 户 ，…， 户 ,使 得 对 于 任 一 f€. 多 ， 
pf 广 )<s 对 某 个 方 成 立 . 由 (65), 这 昔 涵 着 在 上 6sCf，f)) 
<2"8, 或 5(f, 记 ) <<2*e8。 如 果 预 先 固定 ,因而 能 使 5(f, fi) 在 
Bs 上 任意 小 , 则 &(f, 月 ) 也 能 任意 小 。 这 证 明了 条 件 的 必要 性 ， 

为 证 充分 性 , 取 如 使 2™™<e/2. 依 假设 ,可 以 找到 所 …, ff。 
使 得 任 一 JE 多 在 Bn 上 至 少 满足 一 个 不 等 式 6(f,，f) 志 a( 耻 
0)<<8/21o， 由 此 可 知 , 对 于 ho, 有 5n(f, i) 过 8/2ho, 而 对 于 
>>ko,， 有 2 万)<T 从 (465) 得 

pf 二 和 (8/2860) 十 2 十 2 
一 51/2 十 2 %< sg, 
这 正 是 需要 证 明 的 ， 


5.3 Arzela 定理 


现在 我 们 来 研究 定义 工 与 定义 2 之 间 的 关系 .它们 之 间 是 由 
一 条 著名 的 极为 有 用 的 定理 称 为 Arzela 定理 (或 称 Arzela-Ascoli 
定理 ) 相 联系 的 ， 
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定理 蕉 取 值 于 上 度量 空间 8 的 连续 函数 族 .多 在 复 平面 区 域 
4 中 是 正规 的 , 当 且 仅 当 

(i) 多 在 任 一 紧 致 集 刀 CO 上 等 度 连 续 ; 

( 对 任何 2EQ， 值 (2)，f EF 位 于 5 的 一 个 紧 致 子 集 
中 ， 

我 们 给 出 他 的 必要 性 的 两 种 证 明 . 设 多 是 正规 的 , 象 在 定理 
13 中 一 样 ,确定 方 ， …， 访 ， 由 于 这 些 函 数 的 每 一 个 在 召 上 一 致 
连续 , 故 可 找到 一 个 3>0, 使 得 对 于 z1、zoE 召 ， |z 一 zo| < 天 3 就 有 
GCC， 方 (co)<s， 7 一 二 …， n.， 对 于 任何 给 定 的 fE 多 和 对 
应 的 广 我 们 得 到 

CC fle0)) EA FE), fi(2)) ta fz), fil29)) 
+aCf(x0), f(z0)) <Be. 

于 是 Qj 得 证 ， 

另 一 种 不 是 那么 精致 但 不 用 定理 18 的 证 明 如 下 , 若 多 在 到 
上 不 是 等 度 连 续 的 , 则 存在 一 个 s>0, 点 列 思 .如 EE 如 和 函数 ,EE 
多， 使 得 对 所 有 的 m% 当 d(fn(2n), fn(21)) 之 8 时 ,有 |z 一 ;| 一 0. 
由 于 如 是 紧 致 的 , 故 可 取 {2%} 和 名} 的 子 序列 , 它们 收敛 于 同一 
极限 多 E 召 又 由 于 多 是 正规 的 , 故 存在 {fw} 的 一 个 子 序列 , 在 
召 上 一 致 收敛 ， 显 然 , 我 们 可 以 取 所 有 三 个 子 序列 使 之 上 共有 相同 
的 下 标 mw，{fnr} 的 极限 函数 了 在 召 上 是 一 致 连续 的 . 因此 可 以 
找到 访 使 得 从 六 (Gso) 到 sw)， 从 到 ss， 以 及 从 大 so 
到 万 (zs) 的 距离 都 <s/3， 由 是 可 知 2 f(zm)， f(zr)) 之 8, 与 
假设 dx) fn(;)) 对 所 有 mn% 均 之 s 相 矛 盾 ， 

为 证 明 ( 这 的 必要 性 ,我 们 来 证 明 由 值 f(x), fE€ 多 组 成 的 集 
合 的 闭 包 是 紧 致 的 ， 设 {wn} 是 这 一 闭 包 中 的 一 个 序列 。 对 每 一 
ww， 确定 户 E 允 ,使 gz)，a)<1m。、 根据 正规 性 , 存在 一 个 
收敛 子 序列 { 户 (2 ， 和 序列 {fw} 收敛 于 同一 值 . 

中 连同 (六 ) 的 充分 性 可 用 著名 的 Gantor 对 角 线 法 证 明 . 首 
先 注意 到 在 2 内 存在 一 个 到 处 稠密 的 点 5 的 序列 , 例如 ,具有 有 
理 坐 标的 点 的 集合 ， 从 序列 {fs} 中 我 们 取出 一 个 在 所 有 点 6 上 上 
020， 


全 一 一 一 一 


-一 一 一 一 一 


收 化 的 子 序列 ， 由 于 条 件 ( 汪 ), 所 以 要 拒 一 个 在 给 定点 上 收敛 的 子 
序列 总 是 可 能 的 .因此 可 以 找到 下 标的 一 个 阵列 ， 

M1 Ne Nj， 

Nai Nog < Ng (66) 


和 


人 


使 得 每 一 行 包含 在 它 前 面 的 一 行内 , 并 使 mm fs kse) 对 所 有 存 


在 . 对 角 线 序列 {my} 是 严格 递增 的 ,而 且 最 终 也 是 (66) 中 每 一 行 
的 子 序 列 。 因此 {f} 是 {f4} 的 一 个 子 序列 ， 在 所 有 点 & 上 收 
伍 ， 为 方便 计 , 把 wz 简 记 为 mw。 

现在 考虑 一 个 紧 致 集 刀 CQ， 并 设 多 在 妨 上 是 等 度 连续 的 . 
我 们 要 证 明 { 在 召 上 一 致 连续 ， 给 定 了 s>0, 取 8>0, 使 得 
对 于 > zxE 刀 和 JE |z--z|<6 北 涵 d(f(z), f(z ))<s/3. 由 
于 恕 是 紧 致 的 ， 故 可 用 有 穷 个 5/2 邻 域 覆盖 召 .。 从 这 些 邻 域 的 
每 一 个 中 取 一 点 by. 存在 一 个 加 使 得 色 > 各 蕴涵 对 所 有 这 些 总 
有 QuCCND， 亡 (0)<s/38， 对 于 每 一 *E 瑟 如 中 的 一 个 到 * 
的 距离 小 于 5， 因此 GCC 让 )<873，CCF2 Ce)) 
<s/8， 这 三 个 不 等 式 给 出 4(f.(?), fr?)) 达 a。 由 于 所 有 的 值 
jz) 属于 SS 的 一 个 紧 致 的 因而 是 完备 的 子 集 , 故 知 {fn,} 在 如 上 
是 一 致 收敛 的 . 


5.4 解析 函数 族 


解析 函数 取 值 于 有 人 穷 复 乎 面 C 中 . 因此 ,为 了 将 上 面 的 讨论 
应 用 于 解析 函数 族 , 自然 要 选 S=0, 用 通常 的 欧 氏 距离 . 

C 的 紧 致 子 集 都 是 有 界 闭 集 ， 由 于 这 一 原因 ， Arzela 定理 中 
的 条 件 (ii) 当 且 仅 当 值 f(z) 对 每 一 zEQ 均 为 有 界 时 得 到 满足 ,其 
界 可 能 依赖 于 x. 现 在 设 条 件 (i) 亦 满足 .对 于 一 个 给 定 的 wwE 09, 确 
定 P 使 得 闭 圆 盘 |z 一 zo| <p 含 于 @ 中， 于 是 给 定 的 函数 族 多 在 
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闭 圆 盘 上 等 度 连续 . 如 果 在 等 度 连续 的 定义 中 5(<p) 对 应 于 s， 
而 且 对 于 所 有 了 E 多 ,|f(zo)| 志 对， 则 在 1s 一 zo|<<5 中 | Fe 过 
到 十 5。 因 为 任 一 紧 致 集 可 以 用 有 穷 个 具有 这 一 性 质 的 邻 域 覆 盖 ， 
故 知 函 数 在 每 一 紧 致 集 上 都 是 一 致 有 界 的 , 其 界 依赖 于 这 个 集合 . 
根据 Arzela 定理 , 这 对 于 所 有 的 复 值 阔 数 正规 族 都 是 正确 的 . 

对 于 解析 函数 , 这 一 条 件 也 是 充分 的 . 

定理 由 解析 函数 族 多 关于 儿 是 正规 的 , 当 且 仅 当 多 中 的 


人 


"ep 


为 证 夫 这 分 性, 我 们 证 明 等 度 这 续 性 , 设 C 是 口中 一 个 半径 
为 的 闭 贺 盘 的 边界 ， 若 z、 在 C 的 内 部 , 则 由 Cauchy 积分 定 
理 得 

fOr | (rs 
| OL 
20 ole oC) 
如 果 在 C 上 | 了 |<M, 且 若 4 与 限 在 半径 为 7/2 的 较 小 的 同心 
圆 盘 上 ,出 


ff) < el. (67) 


这 证 明了 在 较 小 圆 盘 上 的 等 度 连续 性 ， 

设 妃 是 4 中 一 个 紧 致 集 ， 马 的 每 一 点 是 一 个 圆 盘 的 圆心 , 其 
半径 为 7, 如 上 记述。 半径 为 */4 的 那些 开 圆 盘 组 成 妃 的 一 个 开 
履 盖 . 选取 一 个 有 穷 的 子囊 羡 , 记 相 应 的 圆心 .半径 和 界 为 《ke wz 
Mw; 设 7 是 ws 中 最 小 的 一 个 ,而 以 是 Mi; 中 最 大 的 一 个 。 对 于 一 
个 给 定 的 s> 和 令 8 为 7/4 与 sr/4M 的 较 小 者 .如 果 |z 一 wo| <5, 
而 |a 一 上 < 4 则 |z 一 人 | 过 5 二 rs/4 志 rx/2。 因此 可 应 用 (C67) 
并 得 到 所 要 的 |f(#) 一 fz) | 二 4My6/re<4M6/r<s. 

鉴于 定理 15, 我 们 可 以 弃 去 术语 “关于 C 正规 ”, 它 没有 历史 
上 的 正当 理由 。 如 果 一 个 族 具有 定理 所 说 的 性 质 , 我 们 就 改称 它 
是 局 部 有 界 的 ， 事实 上 , 如 果 一 个 族 在 每 一 点 的 一 个 邻 域 中 有 界 ， 


册 它 显然 在 每 一 紧 致 集 上 有 界 . 定理 告诉 我 们 ,为 要 每 一 序列 具 
,2324 ， 


有 一 个 在 紧 致 集 上 一 致 收 全 的 子 序列 , 其 充分 几 要 条 件 是 , 它 是 局 
部 有 界 的 ， 有 趣 的 是 , 局 部 有 界 性 将 被 导数 所 继承 . 

定理 16 “一 个 局 部 有 界 的 解析 承 数 族 具有 局 都 有 界 的 导数 . 

这 由 导数 的 Cauchy 表示 式 立 即 推 得 ”如果 OC 是 中 一 个 
半径 为 了 的 闭 圆 盘 的 边界 , 则 

f=- | 人 

因此 在 半 和 名 为 7/2 的 同心 圆 盘 中 , | 了 f(z)|<4M/r(M 是 |f| 在 C 
上 的 界 ) 。 我 们 看 到 确实 是 局 部 有 界 的 . 

当然 ,对 一 阶 导 数 正 确 的 东西 对 高 阶 导 数 也 正确 . 


5.5 经 典 定义 


如 果 一 个 序列 趋 于 oo, 值 不 会 有 大 的 散失 ， 尖 而 可 以 雄辩 地 
说 , 为 了 正规 族 的 目的 , 这 样 一 个 序列 应 看 作 是 收敛 的 。 这 是 经 典 
的 观点 ,我 们 将 重新 立 出 我 们 的 定义 , 使 与 习惯 用 法 一 致 

定义 8 ee 4 ey 


-sa 
ss. 


如 果 我 们 了 心 为 Riemann 球面 , 来 证 朋 这 一 定义 和 定义 2 一 
致 ,这 样 , 就 可 让 oo 也 是 一 个 可 能 的 值 , 这 意味 着 我 们 可 以 考虑 半 
纯 函 数 的 族 ， 不 需要 去 重新 组 织 定义 , 使 之 包括 半 纯 函数 的 正规 
族 , 因为 定义 2 不 作 改 变 也 适用 . 

但 是 有 必要 证 明 一 个 引 理 , 它 将 Weierstrass 定理 和 Hurwits 
定理 推广 到 半 纯 函数 (定理 1 和 2). 

引 理 ”如果 半 纯 函数 组 成 的 一 个 序列 在 任 一 紧 致 集 上 按 球面 


ee 
oso ns oo 


0 


sn 


没 在 引 理 的 意义 下 ， Fl) 一 lim f(z). 我 们 知道 在 球面 度量 
中 f(z) 是 连续 的 、 如果 了 (zo) 天 cc, 则 了 (2) 在 w% 的 一 个 邻 域 中 是 
.225 . 


有 界 的 ， 并 且 对 于 大 的 n， 在 同一 邻 域 中 函数 户 都 关 co， 由 
Weierstrass 定理 的 普通 形式 可 知 ，f(z) 在 2 的 一 个 邻 域 中 是 解 
析 的 。 如 果 f(z0) 一 22， 我 们 考 虞 倒数 1/f(2), 它 是 1/f,(z) 在 球 
面 意义 下 的 极限 ， 我 们 得 出 结论 1/7(z) 在 zo 近 旁 是 解析 的 , 因 
此 了 (%) 是 半 纯 的 。 如 果 户 都 是 解析 的 ,并 且 出 现 第 二 种 情况 ， 则 
据 Hurvwitz 定理 , 1/f 必 恒 等 于 零 . 于 是 了 恒 等 于 co 

从 引 理 显然 可 匈 , 定义 3 只 不 过 是 应 用 于 球面 度量 的 定义 2. 

说 一 个 正规 族 的 导数 组 成 一 正规 族 , 那 是 不 正确 的 ， 例 如 ， 
考虑 在 整个 平面 中 由 函数 户 =”%( 2 一人 组 成 的 族 . 这 族 是 正规 
的 ， 因为 显 见 在 任 一 紧 致 集 上 一 致 地 所 ->co， 不 过 ， 导数 用 = 
2nz 并 不 组 成 一 个 正规 族 ， 因 对 z 关 0, 有 (z) 趋 于 oo， 而 对 z=0, 
fr(z) 趋 于 0， 

按 Arzela 定理 , 半 纯 函数 组 成 的 一 个 族 是 正规 的 ， 当量 仅 当 
它 在 紧 致 集 上 是 等 度 连续 的 , 因为 这 时 条 件 (i 显然 得 到 满足 ， 等 
诺 放 器 换 为 有 办 性 条 从 ， 二 上 我 们 有 


是否 规 的 , 当 县 仅 党 表达 oy 
PNT TF 


量 p(7) 的 几何 意义 是 虽然 的 . 事实 上 ,使 用 第 1 章 2.4 节 的 
公式 
df (m1), f (22)) = 2|f(21) ~—f (za)| 
[GE |FC2) | + F220))]? 
不 难看 出 弧 Y 关 于 的 映 象 再 经 球 极 平面 射影 ,其 长 度 为 
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如 果 在 各、 台 之 间 的 线段 上 , p( 有 <M,， 则 (f(z2), (22))<< 
Mz 一 za|，, 这 就 直接 证 明了 当 p( 广 局 部 有 界 时 的 等 度 连续 性 ， 
这 一 定理 属于 Ff, Marty， 
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为 证 必要 性 , 我 们 首先 指出 , pCf) =p(1/ 了 有 ), 这 可 从 简单 计算 
证 明 . 假定 半 纯 函数 的 族 多 是 正规 的 ,但 p( 亡 在 紧 致 集 召 上 不 
是 有 界 的 .考虑 EF 的 一 个 序列 ,使 得 p(f。) 在 召 上 的 极 大 值 
趋 于 ce， 设 7 为 收敛 子 序列 {fs} 的 极限 函数 . 绕 着 如 的 每 一 
点 ,可 找到 一 个 小 的 闭 圆 盘 , 包 含 于 2 中 , 在 这 圆 大 上， 或 者 1/f 
是 解析 的 . 车 f 是 解析 的 , 则 它 在 闭 圆 盘 上 有 噶 , 由 球面 收敛 性 可 
知 ;只 要 名 充分 大 , {fo} 在 贺 盘 内 没有 极点 .于 是 可 用 Weierstrass 
定理 (定理 1) 得 到 结论 ; 在 一 个 稍 小 的 圆 稚 上 ,一致 地 有 pCf,,) 一 
Pp《f)， 由 于 p( 力 是 连续 的 , 故 知 p(f,,) 在 这 较 小 圆 盘 上 有 界 ， 若 
1/ 了 解析， 对 pL1/F,) 作 同一 证 明 ， 结 果 与 p(Jj 相同 总 括 起 
来 , 由 于 恕 是 紧 致 的 , 所 以 如 可 用 有 穷 个 较 小 圆 盘 来 覆盖 ,于 是 
p(js) 在 召 上 有 界 , 与 假设 矛盾 .这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


习 是 


1. 斌 证明, 在任 一 域 9 内, 具 正 实 部 的 解析 函数 族 是 正规 的 ， 在 什么 附 
加 条 件 下 , 它 是 局 部 有 界 的 ? 

[提示 : 考虑 函数 e7. ] 

23， 试 证 明 , 函数 2” (2 为 非 负 整数 ) 形成 1z| <1 中 的 一 个 正规 族 ， 又 在 
|z|>1 中 亦 然 ,但 是 在 任何 包含 单位 圆周 上 一 点 的 区 域 , 则 不 然 . 

3. 车 了 (z) 是 全 平面 上 的 解析 函数 ， 证 明 由 所 有 函数 f(s) 组 成 的 族 在 
图 环 ”i<1z| <=7s 中 正规 的 充 要 条 件 为 , 了 是 一 个 多 项 式 。 

4. 如 果 解 析 ( 或 半 纯 ) 函 数组 成 的 族 在昌 中 不 是 正规 的 ,证明 存 在 一 
点 加 使 得 在 so 的 任何 邻 域 中 不 是 正规 的 。 

[提示 ， 应 用 紧 致 性 论据 .] 
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第 6 章 共 形 映照 . Dirieplet 问题 


在 解析 函数 理论 的 几何 部 分 , 共 形 喘 照 的 问题 起 着 主导 作用 . 
存在 性 定理 和 唯一 性 定理 使 我 们 能 够 不 必 借 助 解析 表达 式 而 定义 
重要 的 解析 函数 ， 而 被 映照 区 域 的 几何 性 质 可 引出 映照 函数 的 解 
析 性 质 . 

Riemann 映照 定理 论述 一 个 单 连通 区 域 映 成 另 一 个 单 连 通 
区 域 的 映照 。 我 们 将 给 出 定理 的 一 个 依赖 于 正规 族 理论 的 证 明 . 
要 处 理 多 连通 区 域 的 较 困 难 情 形 ， 必 须 解 Dirichlet 问题 ， 它 是 
Laplace 方程 的 边 值 问题 . 


1 Riemann 了 映照 定理 


我 们 要 证 明 ， 单 位 圆 盘 可 以 共 形 地 映 成 平面 中 的 任 一 个 不 是 
平面 本 身 的 单 连通 区 域 ， 这 意味 着 , 任何 两 个 这 样 的 区 域 可 以 互 
相 共 形 映 照 , 由 一 个 映 成 男 一 个 , 因为 我 们 可 用 单位 圆 盘 作为 中 间 
步骤 .我 们 将 对 多 边 形 区 域 应 用 这 定理 ,并 在 这 情形 导出 映照 函 
数 的 显 表 示 式 ， 


1.1 叙述 和 证 明 


虽然 映照 定理 是 由 Riemann 确切 阐述 的 ,但 第 一 个 成 功 地 证 
明 的 是 P. Kosbe@， 我们 要 介绍 的 证 明 是 原来 证 明 的 一 个 较 短 
的 变形 ， 

定理 1 和 一 局 名 


者 可 以 导出 映照 定理 的 一 个 有 关 定 理 ， 早 先是 由 W, FF. Osgood 证 明 的 ， 但 是 
并 没 得 到 应 有 的 重视 ， 
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jso) 一 0, 了 (20) 0, 使 得 f%) 定 义 一 个 把 日 映 成 贺 盘 |w| < 的 


唯一 性 是 容易 证 明 的 ,因为 如 果 有 两 个 这 样 的 函数 方 与 户 , 
则 广 [fz7Cw)] 定 义 一 个 把 |wi < 映 成 自身 的 一 对 一 上 映照。 我 们 
知道 , 这 样 一 个 映照 是 由 一 个 线性 变换 5 给 出 的 (第 4 章 3.4 节 
习题 5). 从 条 件 SC0) 一 0, S80) >>0 可知 SCw) 一 w, 因此 广 =fs, 

一 个 在 介 内 解析 的 西数 gtz) 称 为 是 单价 的 (univalent)， 如 
果 g( 锯 ) 一 9(z%2) 仅 对 如 一 za 成立, 换言之 , 如 果 g 所 定义 的 映照 是 
一 对 一 的 ( 德 文 为 sehlicht, 无 适当 的 英 译 , 已 成 通用 , 意 即 单 叶 )， 
为 证 明 存 在 性 ， 考 察 具 有 下 列 性 质 的 函数 9 的 全 体 记 组 成 的 族 
隐 ; (i)g 在 内 解析 而 且 单 价 ; (让 在 人 内 |g(8) | 所 1; (iii)g(go0) 
0 和 9 (zo) >>0。 我 们 希望 ， 函 数 人 属于 多, 而且 导数 (so) 取 
极 大 值 ， 证 明 可 分 三 部 分 : (1) 证 明 族 多 不 空 ，(2) 存 在 一 个 具有 
最 大 导数 的 函数 有 (3) 这 个 具有 所 需要 的 性 质 . 

为 了 证 明 多 不 空 ,注意 , 根据 假设 ,存在 一 点 c 关 ce, 它 不 属 
于 2. 由 于 是 单 连通 的 ,所 以 可 在 如 内 定义 wz- 一 4 的 一 个 单 
值 分 支 , 记 之 为 h(z)， 这 一 函数 不 能 取 同 一 值 两 次 , 也 不 能 取 符 号 
相反 的 两 值 ，2 在 映照 疡 下 的 象 覆盖 圆 盘 jw 一 h(w%)|<p, 因此 
它 不 与 圆 盘 |w 二 (zo) | 过 p 相交 ， 就 是 说 ,对 于 zsEQ, 有 | 有 (2) 十 
(zo) | 宕 p, 特别 有 21h(zo)| 宕 p. 现在 可 以 验证 函数 
[hp (g0)| , hlg0) ,PC2) —h(go) 
[Bgo)|” Plzo) BC) 二 及 (20) 
属于 族 多 . 事实 上 , 由 于 它 是 从 单价 函数 用 一 个 线性 变换 而 避 
到 的 , 所 以 它 本 身 也 是 单价 的 . 此外， 

gol20) =0, gol%) = (p/8) [A C20) | /Nhlg0) | >0. 
最 后 , 估计 
0 | 1 20 
ore =): | Ra | - 

表明 在 内 gotz)| 专 1. 

导数 Yo) 9E 多 具有 一 上 确 界 B, 它 先 验 地 说 可 以 是 无 穷 


got%) -于 
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大 ， 存在 一 个 琢 数 序列 gnE 多 使 得 尔 (so)->B， 根 据 第 5 章 定 
理 12, 族 .多 是 正规 的 . 因此 存在 一 个 子 序列 {gw}, 它 在 各 紧 致 入 
上 一 致 收敛 于 一 个 解析 的 极限 函数 六。 显然, 在 台中 |/(e)|<1， 
fw) -0, fm0) 一 B (这 证 明了 B< 十 oo)， 如 果 能 证 明 是 单价 
的 , 则 了 必 属 于 ,并 在 % 处 有 最 大 导数 . 
首先 , f 不 是 一 个 常数 ,因为 (wo) 一 B>0. 任 取 一 点 和 E90， 
考察 隙 数 g(?) 一 g(x) 一 g(#1),， 9 多 ， 它 们 在 从 日 去 掉 点 各 以 
后 所 成 的 域内 都 关 0、 根 据 Hurwitz 定理 (第 5 章 定 理 2), 每 一 
极限 函数 或 者 决 不 等 于 0, 或 者 恒 等 于 零 ， 但 Fe) -zz) 是 一 个 
极限 函数 ， 它 不 恒 等 于 零 ， 因 此 对 于 sz 生 必 有 上 纹 头 Fe)， 又 
因 思 是 任意 的 , 这 就 证 明了 也是 单价 的 . 
剩 下 来 还 须 证 明了/ 可 以 到 到 |w| <1 内 的 每 一 个 伪 w， 假 设 
对 某 个 wo lam| <1， 有 Ja) 天 wo， 则 因 是 单 连通 的 ， 故 可 定 
义 
f(2)— ?00 
PO -YL ( 
的 一 个 单 值 分 支 ( 注意 ,在 一 个 单 连 通 区 域内 ,所 有 闭 曲 线 都 同调 
于 零 、 如果 在 介 内 pCz) 关 0, 则 可 由 gtz)]p (2) 的 积分 定义 
logp(s), 因而 VG) -exp( 妆 log9(2))). 
显然 也 是 单价 的 , 且 ||<1， 为 了 把 它 规格 化 , 作 
ss IF (80)|, Flg)—F(0) 
OT Fl) TF) PCs) ®) 
它 在 处 等 于 零 , 旦 具有 一 正 的 导数 ， 它 的 值 由 简单 计算 得 
G (so) = 上 io) | -+ lwol B>B,. 


这 是 一 个 矛盾 , 因此 得 出 结论 。f() 取 |w| < 内 的 所 有 值 w。 于 
是 完成 了 定理 的 证 明 ， 

初 看 起 来 ， 好 象 我 们 在 计算 中 得 到 GY (so) > 广 (so) 完全 是 碰 
巧 ， 实 际 并 非 如 此 ， 因 为 由 (由 和 (2), 我 们 可 将 f(s) 表 成 丈 = 
"330。， 


G(o) 的 一 个 单 值 解 析 函 数 , 而 Ge) 将 | 到 |< 土 映 入 自身 .因此 , 不 
等 式 | 六 (wo) | 过 1G (ww) | 是 Schwarz 引 理 的 一 个 推论 ， 

定理 1 的 纯 拓 扑 含义 从 它 本 身 就 显 出 重要 性 . 我们 现在 知 
道 , 任 一 单 连通 区 域 可 以 拓扑 地 映 成 一 圆 表 (对 于 整个 平面 , 可 以 
通过 一 个 极 普 通 的 函数 映 成 圆 盘 ), 因此 , 任何 两 个 单 连通 区 域 在 
拓扑 上 是 等 价 的 ， 


习 题 


1 ， 如 和 是 实 的 , 而 2 是 一 个 关于 实 轴 对 称 的 区 域 , 试 由 唯一 性 定理 证 
明 了 满足 对 称 关 系 了 (3)=f(2). 
3. 如 果 如 关于 点 为 对 称 , 相应 的 结论 是 什么 ? 


1.2 边界 性 态 


我 们 假设 f(z) 定 义 一 个 把 域 2 映 成 男 一 域 2 的 共 形 映照 . 
要 间 当 z 趋 近 于 边界 时 会 发 生 什么 情况 ? 在 有 些 情况 下 , 边界 的 
性 态 可 以 非常 精确 地 预言 . 例如 , 若 8 和 20’ 都 是 Jordan 区 域 @， 
则 上 可 以 扩张 成 将 2 的 闭 包 映 成 2 的 闭 包 的 一 个 拓扑 映照 ， 遗 
域 的 是 ， 考 虑 到 篇 幅 的 限制 ， 我 们 不 能 介绍 这 一 重要 定理 的 证 明 
(证 明 需 要 相当 充分 的 准备 ). 
”我 们 能 够 而 且 要 证 明 一 个 纯 拓 扑 含义 的 非常 补 素 的 定理 首 
先 我 们 来 弄 清楚 “z 趋 于 8 的 边界 ”这 一 说 法 的 意义 。 有 两 种 情 
况 ; 我 们 可 以 考虑 如 中 的 点 列 {%,}, 或 者 可 以 考 碟 弧 z(t), 0<t< 
1, 使 得 所 有 的 *() 都 位 于 虽 中 .如 果皮 各 或 x( 引 最 终 与 吕 中 的 
任何 点 保持 远离 ,我 们 就 说 点 列 或 弧 趋 于 2 的 边界 .换言之 , 如 
果 *E2, 则 存在 一 个 s>0 和 一 个 m 或 如 使 得 mw>me 时 就 有 
| 一 ?| 之 e, 或 使 得 对 所 有 的 1> 如 都 有 |z(D 一 z| 之 s. 

在 这 一 情况 下 , 以 z 为 圆心 , s〈 可 能 依 束 于 z) 为 半径 的 圆 盘 
”。。 @@ 已 经 知道 ,显然 不 是 屠 末 容易 证 明 , 一 条 Jordan 曲线 (第 3 章 23.1 节 ) 将 平面 
恰好 分 成 两 个 区 城 , 一 个 有 界 一 个 无 界 。 那 有 界 的 区 越 就 称 为 Jordan 区 域 . 
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组 成 如 的 一 个 开 覆 盖 、 由 此 可 知 , 任何 紧 致 子 集 尼 CO 必 为 有 穷 
多 个 这 些 圆 盘 所 覆盖 ， 如 考虑 相应 的 m 或 如 的 最 大 数 ， 则 知 加 
或 z( 仆 当 m>m 或 > 如 时 不 能 属于 及 通俗 地 说 , 对 于 任 一 紧 
致 集 玉 CQ, 存在 点 列 或 弧 的 一 个 尾巴 , 它 不 与 了 相交， 反之 ， 
这 蕴涵 着 原来 的 条 件 , 因为 如 果 *EQ 是 给 定 的 , 则 可 选 下 为 以 z 
为 圆心 而 含 于 @ 内 的 一 个 闭 圆 盘 ， 若 这 圆 盘 的 半径 为 p, 则 原来 
的 叙述 对 任何 se<p 为 真 . 

有 了 这 些 准备 , 我 们 要 证 明 的 定理 几乎 就 不 证 自明 了 : 

定理 2 设 / 了 是 把 域 驴 映 成 域 2' 的 一 个 拓扑 映照 .如 果 {zn} 

或 5(D 趋 于 怠 的 边界 , 则 {f(m)} 或 f(z(t)) 趋 于 82' 的 边界 . 

事实 上 , 设 记 是 0 中 的 一 个 紧 致 集 ， 则 f-1() 是 Q 中 的 
一 个 紧 致 集 , 且 存 在 no (或 如 ) 使 得 对 n>no (或 好 如 ， 有 加 (或 
z(t)) 不 属于 广 :( 开 ). 但 是 这 样 js) [或 .Fe(b))] 就 不 属于 天 
了 . 

虽然 这 定理 是 拓扑 的 ， 但 对 我 们 有 重大 意义 的 是 对 共 形 映照 
的 应 用 . 


1.3 反射 原理 的 应 用 


如 果 我 们 有 更 多 的 信息 , 那 就 可 能 有 更 强 的 叙述 . 我们 主要 关 
心 的 是 单 连 通 区 域 ,因此 可 假设 区 域 之 一 是 一 个 圆 盘 .用 +.1 节 的 
同一 记 法 , 设 了 f(z) 定义 一 个 将 区 域 8 映 成 单位 圆 盘 的 共 形 映照 ， 
满足 规格 化 条 件 f(z0) =0 (导数 的 规格 化 是 无 关 紧 要 的 )、 我 们 
将 用 反射 原理 (第 4 章 , 定理 26) 来 导出 另外 的 信息 . 

设 @ 的 边界 包含 一 直线 段 y， 必 要 时 通过 旋转 , 我 们 可 以 假 
设 7 位 于 实 轴 上 ， 假 设 它 是 区 间 4<z<5。 这 样 的 假设 仅 当 边界 
的 其 余部 分 保持 远离 ”时 才能 导致 重要 的 简化 ， 由 于 这 一 原因 ， 
我 们 要 强化 这 假设 并 要 求 7 的 每 一 点 有 一 个 邻 域 ， 它 和 整个 边界 
30 的 交 就 与 它 同 y 的 交 一 样 ， 这 时 就 说 y 是 一 自由 边界 弧 (fres 
boundary aro) . 

根据 这 一 假设 ，y 上 的 每 一 点 是 一 个 圆 盘 的 中 心 ， 这 圆 盘 与 
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20 的 交 是 它 的 实 直 径 、 显然 , 由 这 一 直径 确定 的 每 一 个 半圆 盘 ， 
或 者 完全 在 8 内 , 或 者 完全 在 驯 外 , 而 至 少 有 一 个 必 在 如 内 .如 
果 只 有 一 个 在 2 内 ， 我 们 就 称 这 点 是 单 边 边界 点 ， 如 果 两 个 都 在 
2 内 ,就 称 它 为 双边 边界 点 。 由 于 7Y 是 连通 的 ,所 以 它 的 全 部 点 将 
是 同一 类 型 的 ， 因 此 我 们 就 说 7 是 一 单 边 边 界 弧 或 双边 边界 
弧 . 

定理 3 候 没 一 个 车 连通 碟 人 用 过 男人 旬 全 一线 7 作为 中 的 


人 
oo 0 0. 
ee 


0 + 


对 于 双边 弧 , 只 要 稍 作 明 显 的 修改 , 即 得 同样 的 定理 成 立 . 

为 了 证 明 , 考察 一 个 以 zoEy 为 圆心 的 圆 盘 , 它 是 这 样 小 ， 以 
致 在 Q 中 的 一 半 并 不 包含 适合 f(z0) =0 的 点 加， 于 是 在 这 闪 个 
圆 盘 中 ，log f(z) 有 一 单 值 分 支 , 它 的 实 部 在 2 趋 近 于 直径 时 趋 于 
0, 因为 由 定理 2 知道 Js) | 趋 于 荆 。 于 是 由 反射 原理 ，log 2) 
有 一 个 到 整个 圆 盘 的 解析 延 拓 .因此 log /2)， 从 而 f(z) 在 各 处 
解析 ， 到 重 迭 圆 盘 的 延 拓 必 互相 重合 ， 并 定义 一 个 在 QUY 上 解 
析 的 函数 . 

我 们 还 注意 在 YY 上 了 (%*) 头 0， 事实 上 , (wo) 一 0 将 意味 着 
了 (wo) 是 一 个 重 值 ， 这 时 YY 的 两 段 相 过 在 wo 的 子 弧 将 映 成 两 段 形 
成 角 m/n ,mn 之 2 的 弧 ， 这 显然 不 可 能 . 例如 , 若 上 半圆 盘 在 8 中， 
则 在 > 上 有 

dlog|f|/6y= -Bargj/ac<0， 

故 argF 在 同一 方向 不 断 移动 。， 这 就 证 明了 在 Y 上 映照 是 一 对 一 
的 . 

这 定理 可 以 推广 到 自由 边界 弧 在 一 癌 周 上 的 区 域 ， 经 过 明显 
的 修改 , 这 定理 对 双边 边界 弧 亦 成 立 . 


1.4 解析 弧 
一 个 定义 在 区 间 a<t<5 上 的 实 函数 或 复 函 数 8( 思 称 为 是 
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实 解析 的 (或 在 实 的 意义 下 解析 )， 是 指 ; 对 于 区 间 中 的 任 一 个 如， 
Taylor 展开 式 


pl) = p(to) + 9p (to) (t—t) 十 可 p(to) 人 一 名) 十 … 


在 某 个 区 间 (to 一 p, 如 十 p) Cp 之 0) 中 收 化 但 这 时 由 Abel 定理 可 
知 ,只 要 |t 一 to| <p, 级 数 对 t 的 复 值 也 收 化 , 并 表示 该 加 盘 中 的 一 
个 解析 函数 ， 在 互相 重 选 的 圆 盘 中 , 各 函数 都 是 一 样 的 , 因为 它们 
在 实 轴 的 一 段 上 互相 重合 ， 因 此 , p(t) 可 以 定义 为 在 一 个 关于 实 
轴 对 称 并 包含 线段 (a, 5) 的 域 4 中 的 解析 函数 

在 这 些 情况 下 , 我们 说 p(t) 确定 一 个 解析 弧 ， 如果 y/( 引 大 0， 
它 是 正则 的 如果 p() 一 p(ts) 仅 当 如 一 三 时 成 立 ， 它 是 一 个 简 
单 弧 . 

假设 Q 的 边界 包含 一 个 正则 的 简单 解析 弧 y, 并 设 它 是 一 自 
由 的 单 边 弧 、 定义 可 以 仿照 前 面 的 定义 来 阐述 , 但 为 了 避免 爷 长 
的 解释 ,我们 可 以 暂时 假设 存在 一 个 关于 区 间 (@, 5) 对 称 的 域 4 
具有 性 质 ; 当 t 位 于 4 的 上 半 部 分 时 , g(t) E90, 而 当 上 在 下 半 部 
分 时 ,9 的 落 在 9 的 外 面 . 

如 果 (2) 是 使 (20) 一 0 的 映照 画 数 , 并 设 p( 抱 在 4 中 头 ao， 
则 由 反射 原理 , log fp 人 的 》 从 而 7[p(9] 具有 一 个 从 4 的 上 半 
部 分 到 下 半 部 分 的 解析 延 拓 ， 对 于 实 的 Elm, 5), 我 们 还 有 
9 (0) 关 0, 因此 9 在 9(io) 的 一 个 邻 域内 有 解析 的 反 函 数 p-+， 综 
合 起 来 , 就 知 2) 在 该 邻 域内 解析 . 

定理 4 划 果 全 业 过 生 名 颌 ~ 有 和 由 单 边 解析 弧 y， 则 映照 


* + + +. 


希望 读者 将 最 后 的 定理 写 得 更 精确 , 并 完成 其 证 明 . 


2 多 边 形 的 共 形 映照 


若 为 一 多 边 形 , 则 映照 问题 有 一 个 几乎 是 明显 的 解 ， 事 实 
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上 ,我 们 将 看 到 , 映照 函数 可 以 通过 一 个 公式 来 表 出 , 在 其 中 , 只 有 
某 些 参 数 具 有 依赖 于 多 边 有 形 特定 形状 的 值 ， 


2.1 在 角 上 的 性 态 


设 吕 是 一 个 有 界 的 单 连通 域 ， 其 边界 是 一 条 不 自 交 的 闭 折 
线 . 设 按 正 的 循环 次 序 , 相继 的 顶点 为 后 ，…，zo( 令 znr1 一 筷 )， 在 
zw 处 的 角 由 arg(z-i 一 加 )/ (szsx 一 加 ) 的 值 给 出 ,其 值 在 0 与 2 之 
闻 。 我 们 记 它 为 our(0<m<2).， 引进 外 角 

Bi 一 (一 op) 【一 1 所 太一 二) 
也 是 方便 的 。 注意 B: 廿 … 十 Bu 一 2， 多 边 形 是 凸 的 ， 当 且 仅 当 所 
有 的 Bx>0. 

由 定理 8 知道 ， 上 映照 函数 js) 可 以 延 拓 到 多 边 形 的 任 一 边 
(就 是 说 , 到 两 相 邻 顶点 之 间 的 开 直 线段 ) ,而 且 每 一 边 以 一 对 一 的 
方式 映 成 单位 圆 的 一 段 弛 . 我 们 要 证 明 , 这 些 弧 是 互 不 相交 的 , 而 
且 在 它们 之 间 没 有 空隙 ， 

为 此 , 考察 一 个 圆 扇 形 S;, 它 是 8 与 中 心 在 %% 的 一 个 充分 小 
圆 盘 的 交 . 《二 (一 sp)Yw 的 一 个 单 值 分 支 将 8 映 成 半圆 盘 S%. 
kk 十 5 的 一 个 适当 分 支取 值 在 Q 中 ， 我 们 可 以 考虑 5 中 的 函数 
9g) =f (zwtL”*), 由 定理 2 可知 , 当 < 趋 近 于 直径 时 , | 906) 一 十 
应 用 反射 原理 ， 就 得 出 结论 ，g(L) 具有 一 个 到 整个 圆 盘 的 解析 延 
拓 . 特别 , 这 意味 着 , 当 “一 押 时 ,jz) 有 极限 wn 一 ew, 而 对 应 于 
相遇 在 z% 的 两 纺 确 实 有 一 个 公共 端点 。 由 于 当 > 沿 正 方向 描 出 
边界 时 , arg F(z) 必 是 递增 的 ,所 以 这 些 弧 不 会 重 挝 , 至 少 在 ww 的 
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图 6-1+ 多 边 形 的 共 形 映照 
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一 个 邻 域 中 不 会 重 迁 ， 如 果 考 虑 到 上 了 将 边界 映 成 绕 原 点 的 环绕 次 
数 为 工 的 一 条 蛆 线 ， 那 就 容易 得 出 结论 ， 所 有 的 绝 都 是 互 不 相交 
的 . 换言之 , 可 以 延 拓 为 将 27 喘 成 闭 单位 圆 盘 的 同 胚 映照 , 顶 
太 % 变 到 点 ww 边 对 应 于 这 些 点 之 间 的 弧 ( 图 6-1). 


2.2 Schwarz-Christoffel 公式 


我 们 要 建立 的 公式 不 是 关于 函数 了 而 是 关于 它 的 反 函 数 的 ， 
这 反 函 数 记 为 媚 . 

定理 5 将 jw|<1 共 形 地 映 威 角 为 csmC%=1，…, n) 的 多 
边 形 的 函数 z= 也 (w), 必 有 形式 ， 


FP(w) = co 下 Co-wooDraaoTOn (3) 
其 中 Bp 一 1 一 ,ws 是 单位 圆 上 的 点 ，O 与 0' 是 复 常 数 . 
在 上 一 节 2.1 中 讨论 的 函数 g(2) 一 了 (sw 二 5) 在 原点 解析 , 它 
具有 Taylor 展开 式 
7 Get) nt Donk", 
这 里 mj 天 0, 否则 ,半圆 盘 5S’ 的 象 就 不 能 包含 在 单位 圆 盘 之 中 , 所 
以 这 个 级 数 可 以 进行 道 运算 , 令 w= 了 zr 十 5)， 就 得 到 
C= Dhawan)", 
其 中 色光 0, 展开 式 在 ww 的 一 个 邻 域 中 有 效 ， 作 o 次 笑 ,， 我们 得 
到 关于 反 函 数 玉 的 表示 式 
Fw) — 2= (WW — wp) G0), 
其 中 Gy 在 ws 附近 解析 且 关 0， 经 微分 可 知 下 (we 一 va 在 
ww 处 解析 且 关 0, 因此 乘积 
H(w) = (w) 开 (ww)® (4) 
在 单位 闭 圆 盘 中 解析 且 头 0， 
我 们 断定 五 (ww) 在 实际 上 是 个 常数 . 为 此 我 们 来 检查 一 下 当 
u 一 o 位 于 单位 圆 上 ws 一 sw 与 eri=omm 之 同时 互 (w) 的 旺角 . 
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我 们 知道 , arg Pr"(e*) 等 于 单位 圆 在 os 的 切线 与 它 的 象 在 (en) 
的 切线 之 间 的 夹 角 ; 我 们 把 这 简 记 为 arg 天 一 argo 一 argdw. 但 


QF 是 常数 , 因为 了 了 描 出 一 条 直线 , 而 arg dw 一 0 十 吾 . 因子 一 wx 
可 以 写成 o 一 om 一 2isero'asin 二 (9 一 9)， 因此 它 的 幅 角 是 本 
加 一 个 常数 (这 从 几何 上 看 也 是 明显 的 )， 把 (4) 式 右 端的 所 有 因 
子 的 幅 角 加 起 来 ,我 们 就 看 到 arg 及 (ww) 与 9+( 交 Ba) =0 相 


差 一 常数 ， 因 此 arg 有 五 (w) 在 wi 与 wnri 之 间 是 常数 , 但 因 它 是 
连续 的 ， 所 以 它 在 整个 单位 贺 上 必 为 常数 ， 由 极 值 原理 可 知 
arg 有 (w) 一 JIm log 五 (w) 在 单位 加 内 部 是 常数 , 因此 于 (w) 是 常 
数 . 


我 们 现在 已 经 证 明了 
F'(w)=0O I (Ww — ww) -0, 
作 积 分 即 得 公式 (3) . 


”我 们 指出 , 单位 图 的 线性 变换 可 使 我 们 把 点 wr 中 的 三 个 , 例 
如 wu wa, as 变 到 预先 指定 的 位 置 ， 对 于 nm 一 3， 除 了 平凡 的 变量 
变换 外 , 映照 函数 只 依赖 于 角 ; 这 反映 出 这 样 的 事实 , 即 具 有 同样 
前 的 三 角形 都 相似 ， 对 于 >8,， 余 下 的 常数 ww, …， wr 或 它们 的 
幅 角 名称 为 问题 的 配 连 参数 (aocessory parameter)， 只 有 在 极 
少数 情形 它们 才能 不 用 数值 计算 确定 . 

如 果 给 多 以 任意 的 值 , 则 容易 验证 形 如 (3) 的 函数 把 单位 加 
映 成 一 条 闭 折线 ,但 通常 无 法 说 出 它 是 否 自 交 ， 如 果 它 不 自 交 , 那 
就 不 难 证 明 由 (3) 给 出 的 至 (wo) 产生 一 个 映 成 闭 折线 内 部 的 一 对 
一 映照 (精确 的 证 明 要 用 到 幅 角 原理 ). 

公式 (3) 称 为 Schwarz-Ohristoffel 公式 . 这 一 公式 的 另 一 形 
式 可 用 来 将 上 半 平 面 映 成 一 个 多 边 形 的 内 部 , 从 Lw>0 到 2 
的 映照 函数 可 以 写成 形式 ， 


Flw)=0)" HL we) -d+0, (6) 
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其 中 总 是 实 的 . 最 后 的 指数 Bx 在 公式 中 并 不 明显 出 现 , 但 可 出 
4 一 2 一 《8 十 … 十 Ba 确定 ,而且 和 其 他 指数 一 样 , 它 应 满足 条 
件 : 一 1<B,<1。 于 是 推 知 积分 (6) 对 w=ce 收 伍 ， 而 在 ce 的 点 
对 应 于 角 为 mr， ow 二 1 一 Bs 的 一 个 项 点。 如 果 B.=0 则 这 个 顶 
点 徒 有 其 表 , 多 边 形变 成 % 一 工 边 形 . 


习 题 


1. 证 明 (3) 中 B 可 变 为 = 一 1。 它 的 几何 意义 是 什么 ? 

2. 如 果 多 边 形 的 一 个 顶点 可 以 在 %， 则 公式 须 作 什么 修改 ? 如 果 在 这 
情况 下 Bi 一 1, 问 多 边 形 将 如 何 ? 

3， 证 明 将 圆 担 映 成 平行 条 , 或 映 成 有 两 个 直角 的 半 条 形 瑞 照 , 可 以 作为 
Sochwarz-Christo 企 el 公式 的 特殊 情形 得 出 . 

4， 试 导出 公式 (5), 可 直接 导出 ,也 可 借助 于 (3)， 

5， 证 明 FO)= 1 nd 

将 [w|<1i 映 成 一 个 正 %* 边 形 的 内 部 ， 

6. 试 确定 一 个 将 上 半 平 面 映 成 域 

有 一 凡 一 2 十 训 2>0 y>0, min(z， y) <=1} 


2.3 了 映 成 矩形 的 映照 


如 果 只 是 一 矩形 ， 可 在 (5) 中 选取 wi™—0, wa—1, rs~—p>1. 
这 样 ,映照 贡 数 为 | 


Ww dw 
n(n =) yr ey 
这 是 一 个 椭圆 积分 . 为 明确 起 见 ,我 们 决定 Mw、Vw-IT、MVw-p 
的 值 都 位 于 第 工 象限 . 为 详细 研究 这 个 映照 , 我 们 来 看 当 必 在 实 
轴 上 变化 时 Cw) 的 变化 情况 。 当 亿 是 实数 时 ， 每 一 个 根 式 或 者 
为 正 数 , 或 者 是 虚 部 为 正 的 纯 虚 数 (除了 平方 根 为 0 的 点 以 外 ). 当 
0<w<1 时 ,有 一 个 平方 根 是 实 的 , 两 个 平方 根 是 虚 的 , 因此 FCw) 
从 0 递减 到 值 一 ,这 里 
“233， 


KTC， @ 
对 于 1<w<p, 只 有 一 个 虚 的 平方 根 ,由 此 可 知 这 积分 从 1 到 名 是 
纯 虚 数 , 虚 部 为 负 ， 所 以 也 (ww) 将 从 一 玉 垂直 向 下 到 一 必 一， 
一 上 VV DT ， 
对 于 w>p， 被 积 式 是 正 的 ， 玉 (wu) 以 正 向 描 出 一 水 平 线段 , 它 的 端 
点 有 多 远 ? 由 于 象 应 该 是 一 个 矩形 , 所 以 它 必 然 中 止 于 一 iK, 但 
我 们 要 加 以 直接 证 明 ， 一 个 办 法 是 将 线段 长 度 用 积分 表示 为 


ot 

pV tt—1)(t—p)’ 

经 变量 变换 1= (p 一 内 /一 多， 这 个 积分 就 变换 到 〈6). 但 是 容 
易 看 到 ,由 Cauchy 定理 得 


oo at 
vr 
这 是 因为 沿 半径 为 的 半圆 周 的 积分 当 有 一 oc 时 趋 于 0， 其实 
部 等 于 0 就 意味 着 各 水 平 线段 都 相等 .而 从 其 虚 部 等 于 0 得 知 
一 co 过 Ww 之 0 映 成 从 一 i 让 ' 到 0 的 线段 . 这样, 朱 形 就 完全 了 
通常 更 为 可 取 的 是 使 用 一 个 表示 和 矩形 双重 对 称 性 的 公式 ， 可 
将 矩形 的 项 点 对 应 于 点 土 1 与 土 1/%, 这 里 0<h<1。， 由 于 一 个 
常数 因子 无 关 紧 要 , 故 可 取 上 映照 为 


020 
?0 -| Ty 则 
并 令 wI 一 让 kw2 都 有 正 的 实 部 ， 于 是 可 以 看 到 和 矩形 的 
， EK ， ,rr 
贾 点 在 一 号 ， 妆 ， 半 二 太一 全 十 下 0 其 中 
1 at 
KE-| -汪汪 下 
1/% at 
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上 半 平 面 的 象 是 图 6-2 中 的 阴影 矩形 Ro， 的 反 函 数 记 为 
wf(2); 它 定义 在 Bo 中， 并 
可 延 拓 成 将 闭 矩 形 喘 成 闭 的 六 
平面 的 一 个 一 对 一 映照 ( 具 
Riemann 球面 的 拓扑 )， 注 意 
2 一 KK' 对 应 于 ce. 

反射 原理 可 使 我 们 将 了 的 
定义 拓展 到 相 邻 的 矩形 及 与 
Ra, 即 对 EB, 令 f(s) 一 J(32)， 
对 2E Ro, 令 f(2) 一 有 ( 尺 一 2 ， 类 似 地 可 从 及 或 Rs 过 渡 到 Rs; 
延 拓 由 了 (2) 一 (一 2) 给 出 。， 反 射 的 过 程 显 然 可 以 继续 进行 , 直 
至 f(z) 定义 为 整个 平面 上 的 一 个 亚 纯 函 数 为 止 .用 周期 性 来 定 
义 延 折 可 能 更 方便 些 , 因为 延 拓 函数 必须 满足 关系 

Je 十 2 ER)=f(2), f(t+2iK')=f(). 

我 们 已 经 证 明 椭 圆 积分 (7) 的 反 函 数 是 一 个 周期 为 2K 与 
2iKK' 的 亚 纯 函 数 ， 这 样 的 函数 称 为 椭圆 函数 ， 祷 圆 积分 与 椭圆 
函数 之 间 的 联系 是 由 Gauss 发 现 的 ， 但 没有 发 表 ; 后 由 Abel 与 
Jacobi 重新 发 现 。 . 


习 题 


1， 试 证 明 公 式 (07) 给 出 玉 ce) 一 书 
2. 试 证 明 开 一 KK' 的 充 要 条 件 是 k= (V3 一 1)3. 


3， 试 证 明 f(z) (e+) 与 (s+ 江 ') 都 是 4 的 奇 孙 数 ,而 f (s+ 筷 ) 与 
7(z 十 邱 十 证 "是 个 函数 ， 


2.4 Schwarz 的 三 角形 函数 
上 闪 平 面 由 
4 (Ww) 一 ' Ul (00 1) wy 
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， 映 成 一 个 三 角形 ， 其 角 为 wur，auarr，osr， 前 已 指出 ， 这 里 没有 配 
连 参 数 ， | 
通过 对 边 的 反射 , 反 函 数 f(z) 仍 可 延 拓 到 相 邻 的 三 角形 。 如 
同 在 矩形 的 情形 一 样 , 这 个 导致 一 个 亚 纯 函 数 的 过 程 特别 有 意义 。 
而 为 要 导致 亚 纯 函 数 ， 必 要 条 件 是 ， 对 相交 于 一 点 的 各 边 的 重复 
”反射 最 终 需 经 偶数 步 回 到 原来 的 三 角形 . 换言之 , 角 必须 具有 形 


式 证 ， 记 ， 语 ,分 母 均 为 整数 ， 初 等 的 推理 表明 满足 条 件 

VA Ng ns > | 
的 只 有 三 重组 (8, 8, 8)、(2, 4, 和) 与 (2, 3, 6)， 它 们 分 别 对 应 于 
等 边 三 角形 , 等 腰 直 角 三 角形 , 和 半 等 边 三 角形 . 

”容易 验证 ,在 每 一 情形 下 ,三 角形 的 反射 象 填 满 平面 , 没有 重 
迭 , 也 没有 空 附 ， 这 宪 明 映照 函数 确实 都 是 亚 纯 函 数 的 约束 , 称 为 
Sohwarz 三 角形 函数 . 

希望 读者 为 三 种 情形 的 每 一 种 画 一 个 三 角形 网 的 图 ， 于 是 可 
以 看 到 ,每 个 三 角形 函数 具有 一 对 周期 , 它们 的 比 不 是 实数 ,因而 
是 一 个 覃 圆 函数 。 作为 一 个 练习 , 希望 读者 确定 一 下 在 由 周期 所 
张 成 的 平行 四 边 形 中 共有 多 少 个 三 角形 . 


3 ”调和 函数 的 进一步 观察 


”我 们 已 经 在 第 4 章 第 6 节 讨 论 过 调和 函数 的 一 些 基本 性 质 . 
那 时 , 为 方便 起 见 , 使 用 了 一 个 比较 粗糙 的 定义 , 即 具 楼 求 所 有 二 
阶 导数 应 当 连 续 的 定义 ， 这 对 证 明 均值 性 质 忆 经 足够 了 , 而 从 均 
值 性 所 又 可 导出 Poisson 表示 与 反射 原理 . .现在 ,如果 我 们 以 均 
值 性 质 而 不 是 以 Laplace 方程 为 出 发 点 ， 则 可 得 到 更 为 满意 的 再 
论 . 

在 这 方面 我 们 导出 一 个 关于 调和 西数 六 列 的 重要 
定理 ,通常 称 为 Harnack 原理 . 
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3.1 具有 均值 性 质 的 函数 


设 %is) 是 域 8 中 的 一 个 实 值 连 续 流 数 ， 我 们 说 % 满足 均值 


us 一 起 | “(wore (®) 


， 我 们 在 第 4 章 中 证 明了 均值 性 质 蕴涵 着 极 值 原理 . 实际 上 , 仔细 
检查 一 下 证 明 可 知 ， 只 要 假设 (8) 对 充分 小 的 wm，r<wa 成 立 就 够 
了 , 这 里 甚至 允许 ro 依赖 于 a。 我 们 重 述 结论 如 下 ; 具有 这 一 性 
质 的 连续 函数 如 果 不 化 为 常数 就 不 能 取 到 一 个 相对 衫 大 (或 极 
小 ). 

我 们 早已 证 明 , 每 一 调和 画 数 注 足 均值 条 件 ,现在 我 们 要 证 明 
下 商 的 北 ， 

”定理 6 满足 条 件 (8) 的 连续 函数 v(z) 必 是 调和 的 . 

又 ， 需 要 满足 的 条 件 只 是 对 充分 小 的 7 说 的 ， 如果 % 满 足 
(8)， 则 v 与 任 一 调和 函数 的 差 也 满足 (8) ， 假 设 圆 盘 包含 于 %w 有 
定义 的 区 域 2 中 .应 用 Poisson 公式 (第 4 章 第 6.8 节 ), 我 们 可 
以 作 一 个 函数 2(z), 它 对 |z 一 w%| <p 是 调和 的 ， 在 jz 一 如 | 一 上 
连续 并 等 于 wlz) .将 极 值 原理 应 用 于 ww 一 %, 这 意味 着 在 整个 圆 盘 
中 (2) =v(z), 因 而 w(2) 是 调和 的 . 

定理 6 的 言 外 之 意 是 ， 我 们 可 以 把 调和 函数 定义 为 具有 均值 
性 质 的 连续 函数 . 这 样 的 函数 自动 地 具有 各 阶 连续 导数 并 满足 
Laplace 方程 , 

类 似 的 推理 表明 ,即使 没有 条 件 (8) ,关于 导数 的 假设 可 以 放 

松 到 相当 程度 ， 只 假设 %(z) 是 连续 的 ,并 设 导 数 024/8w?,，2rw/ 2 
存在 并 满足 4 一 0 用 上 面 的 同一 记号 ,我 们 来 证 明 函 数 

VV=uv—vi+s(v~— wo)’, 8>0 
必 服 从 极 大 从 原理. 事实 上 , 如 果 六 有 一 极 大 值 , 则 从 微 积分 法 
则 ,我 们 有 BF/awm<0 897/a2<0, 因而 在 该 点 上 ，47<0， 另 
一 方面 ， 


+ 243 9 


MV = Av+2e=—28>0. 
这 矛盾 表明 了 极 大 值 原理 成 立 。 这 样 就 可 以 得 出 结论 : 在 图 盘 
|* 一 z| 和 op 上 , ww 一 v 十 8(w 一 sg0)? 必 8p’, 令 8 趋 于 堆 ， 就 得 w<%. 同 
祥 可 证 明 相反 的 不 等 式 ， 因此 是 请 和 的 多 ， 


.8.2 Harnaok 原理 


我 们 记得 ， Foiason 公式 (第 二 人 6.8 汕 ) 全 我 们 可 以 将 一 个 
调和 函数 用 它 在 一 个 圆周 上 的 值 来 表 出 ， 为 了 适应 目前 的 需要 ， 
我 们 把 它 写成 形式 


uls) = po re a, (9) 


其 中 1%| =><p 而 4 假定 在 |z|<p 中 调和 (或 对 lz| <p 调和 ， 对 
lz|<p 连续 )。 联 系 初等 不 等 式 
一 个 pI— 92 

pT lp-al pr 

的 右 端 ,公式 (9) 给 出 估计 
lw 1< 吉 2 fper) Ie0. 
如 果 已 知 pe") >>0, 那 厅 也 可 用 (10) 的 第 一 个 不 等 式 ,得 到 一 个 
双重 估计 
喜 全 ?woeu0< 去 针 s we 

但 wps 的 算术 平均 等 于 w(0)， 于 是 最 后 得 到 下 面 的 上 界 与 下 
办 1 


(10) 


A ul0 <uls) < w(0). (11) 
p 


这 是 Harnaok 不 等 式 ， 我 们 要 者 重 指出 它 仅 对 正 的 调 务 
数 为 真 . 

(41) 的 主要 应 用 是 用 于 正 项 级 数 ,或 等 价 地 ,调和 订 数 的 增 
序列 . 它 引出 一 个 有 力 而 简单 的 定理 称 为 Harnaok 原理 . 


俐 ”这 证 明 属于 0. Qarathéodory。 
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定理 ? 的 个 序列 Pe 量 数 定 六 在 基 


so ® 。 
ee 
ee 
ae 
as 
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最 简章 的 情形 号 画 数 2 在 2 内 艾 为 调和 ， 并 组 成 一 非 降序 
列 . 不 过 ,有 很 多 应 用 说 明 这 一 情形 不 够 普遍 . | 
为 了 证 明 这 一 定理 , 先 设 至 少 对 于 一 点 ww E20， lim on 人 oa) 一 co. 


根据 假设 ， 可 以 找到 一 个 和 m, 使 得 对 于 | 一 wi <7 及 nn 之 m， 
函数 ks) 都 是 调和 的 , 并 组 成 一 非 降 序列 ， 如 将 不 等 式 (1t) 的 左 
边 应 用 于 非 负 丽 数 尖 一 ww 则 知 (2) 将 在 圆 盘 |j* 一 如 | 委 *7/2 中 
一 致 地 趋 于 ce. 男 一 方面 ,如 limwn(ww) 之 oo, 应 用 不 等 式 的 右边 


同样 可 证 ww?) 在 |s 一 w|<r/2 上 有 界 ， 因 此 ,在 其 上 lmw(z) 分 
别 为 有 穷 及 无 穷 的 两 个 集 都 是 开 集 ,而 由 于 Q 是 连通 的 ， 故 必 有 
一 集 是 空 集 ， 只 要 wz) 的 极限 在 单一 点 上 是 无 穷 大 , 则 它 必 恒 等 
于 无 穷 大 ， 至 于 一 致 性 , 可 用 Heine-Borel 引 理 来 证 明 、 . 
在 相反 的 情形 ， 极 限 函 数 w( 幻 是 到 处 均 为 有 穷 的 ， 我 们 现在 
要 证 明 其 收敛 是 一 致 的 即 可 . 应 用 上 面 的 同样 记 法 ,对 于 |z 一 ao| 
全 7/2， 及 %% 十 D 关 % 志 他 ， 有 tp 和) — U2) EB (Us (20) — Un 20) ). 
因此 ,在 % 点 收敛 就 意味 着 在 一 邻 域 中 一 致 收敛 ， 再 应 用 Heine- 
Borel 引 理 可 知 在 每 一 紧 致 集 上 收敛 是 一 致 的 ， 至 于 极限 阔 数 
的 调和 性 ， 则 可 从 w(z) 能 用 Poisson 公式 来 表示 这 一 点 而 得 
证 。 


习 题 
设 妃 是 包含 于 域 人 中 的 一 紧 致 集 , 求证 ， 存 在 一 个 只 依赖 于 驴 及 0 的 


常数 以, 使 得 Q 中 的 每 一 正 调和 函数 w(z)， 对 于 任 两 点 #1,22€ 万 , 满足 不 等 
式 w(s) 二 Mean)。 
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生 Dirichlet 问题 


沂 和 孙 才 理论 中 时 重要 的 问题 是 找 一 个 具有 给 由 边 信 的 洞 和 
函数 的 问题 , 称 为 Dirichlét 问题 ，Poisson 公式 解 出 了 图 狠 域 的 
问题 ， 但 在 任意 域 的 情形 ， 问 题 就 困难 得 多 。 已 经 知道 有 很 多 解 
法 , 但 是 除了 O.Perron 的 以 次 调和 函数 为 依据 的 方法 之 外 ， 其 余 


方法 都 不 够 简单 ， 不 适宜 于 在 基础 教材 中 介绍 ， 


-次 调和 函数 


一 维 Laplaoe 方程 具有 形式 Zu/dw* 一 0， 因此 ， 单 变数 的 调 
和 函数 将 是 线性 函数 %=av 二 3， 函数 0(%) 称 为 凸 画 数 , 如 时 在 任 
一 区 间 的 两 端点 上 与 一 线性 画 数 wz) 具有 相同 的 值 , 而 在 此 区 间 
内 部 , 它 至 多 等 于 w(o)。 
如 果 将 这 一 情形 推广 到 二 维 平面 ,就 会 引出 次 调和 范 数 类 . 线 
性 函数 对 应 于 调和 函数 , 区 间 对 应 于 域 , 区间 的 端点 对 应 于 域 的 边 
界 . 因此, 一 个 复 变数 或 两 个 实 变 数 的 函数 2(z) 将 称 为 次 调和 函 
数 ,如 果 对 于 任 一 域 , 在 这 域 中 。 >"(2) 小 于 或 等 于 某 一 调和 函数 
wz), 而 在 域 的 边界 上 , v(z) 与 ws) 恒 等 ， 由 于 这 一 节 的 目的 是 
解 Dirichlet 问题 ， 因 此 我 们 把 条 件 简 弱 为 : 在 域 的 边界 上 w(2) < 
u(2) 将 导致 在 域 中 2(z) <w(2)， 

一 个 等 价 的 但 在 某 些 方 面 比 较 简 单 的 定义 如 下 ， 

定义 于 定义 于 域 人 内 的 一 个 连续 实 人 函数 2(z) 称 为 是 中 


0 中 大 

这 里 的 条 件 表明 ，o-% 如 不 便 等 于 常数 , 则 在 02 中 不 能 有 极 
大 值 ， 特 别 是 , 。 本身 在 @ 中 不 能 有 极 大 值 .应 当 注 意 ， 这 一 定 
义 具有 局 部 特性 , 如 4 在 每 一 点 EQ 的 邻 域 中 是 次 调和 的 , 则 它 
在 @ 中 必 是 次 调和 的 。 其 证 明 可 直接 推 得 。 如 果 一 个 函数 在 点 
zo 的 一 个 邻 域 中 是 次 调和 的 ， 则 称 这 一 函数 在 点 是 次 调 和 的 ， 


*。246。 


因此 ，, 为 了 一 个 函数 在 一 域 中 是 次 调和 的 , ， 必须 而 且 只 须 它 在 域 的 
所 有 点 上 是 次 调和 的 . 

一 全 调和 函数 显然 是 次 调和 的 ， 

次 调和 性 的 一 个 充分 条 件 是 , 9 具有 一 正 的 Laplace 式 (4v> 
0). 事实 上 , 如果 wv 一 ww 具有 一 极 大 值 , 则 由 初等 微 积分 学 可 知 ,在 
达到 极 大 值 的 点 上 ， 必 有 /6w?(w 一 所 0, 3/0y*(v 一 w) 0, 只 
要 这 些 二 阶 导数 存在 ; 这 就 意味 着 de= 4(e 一 内 所 9、 这 个 条 件 不 
是 必要 的 ,而 实际 上 , 一 个 次 调和 函数 并 不 须要 有 偏 导数 。 如 函数 
具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 ， 则 可 以 证 明 ， 其 充分 和 必要 条 件 是 
4 如 >0， 由 于 我 们 并 不 需要 这 一 性 质 ， 故 其 证 明 留 给 读者 作为 习 
题 。 这 一 条 件 提供 了 一 个 简单 的 方法 ， 用 以 可 确 定 一 个 给 定 的 
w», 4 的 初等 函数 是 否 是 次 调和 的 . - 

现在 我 们 来 证 明 ， 次 调和 函数 可 以 用 一 个 不 等 式 作为 标志 ,这 
一 不 等 式 拓 广 了 调和 函数 的 平均 值 性 质 ; 

定理 8 为 了 一 个 连续 征 数 ?人 四 在 中 是 次 调和 的 ， 其 必 


ee no 


和 


oo< 寺 | ozo+reoa0， (9) 


条 件 的 充分 性 是 易 见 的 ， 因 为 在 证 明 不 等 于 常数 的 uv 不 能 有 
一 极 大 值 时 ,实际 需 用 的 是 公式 (12),， 而 不 是 平均 值 狂 质 . 由 于 
v 一 w 满 足 同 一 不 等 式 , 故 知 % 是 次 调和 的 . 

为 了 证 明 必 要 性 ， 梧 在 圆 盘 lz 一 %| <” 中 作 Poisson 积分 
Pu(s), 其 中 心 的 值 取 在 圆周 |* 一 zl 一 上 , 如 4 是 次 调和 的 , 则 范 
数 一 已。 在 圆 盘 内 不 能 有 极 大 值 ,除非 它 是 常数 . 根据 Behwarz 
定理 (第 4 章 定理 28) 可 知 ， 当 % 趋 近 于 圆周 上 的 一 点 时 , 2 一 P。 
趋 于 零 、 因 此 % 一 了。 在 闭 贺 盘 中 有 一 极 大 值 。 如 这 一 极 大 值 是 正 
的 , 则 必 在 一 内 点 上 取得 , 因此 函数 不 能 是 常数 。 这 是 一 个 矛盾 ， 
因此 必 有 2<Ps。， 对 于 z=zo, 可 得 vCs0) 忆 Po(zo), 这 就 是 不 等 式 
(12). 
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， 效 将 次 调和 函数 的 一 些 初等 性 质 列 出 如 下 ，- 

1. 如 ?是 次 调和 的 , 则 对 于 任 一 常数 4>0， 函数 如 必 也 是 
次 调和 的 . 

2. 如 避 及 os 都 是 次 调和 的 , 则 +04 必 也 是 次 调和 的 ， 

这 两 种 性 质 是 定理 8 的 直接 推论 ， 下 一 性 质 可 从 原来 定义 扒 
得 . 

3. 如 但 ,及 v3 都 是 2 中 的 次 调和 函数 ， 则 omarto 43) 
也 是 2 中 的 次 调和 函数 .， 

”这 里 的 记 法 应 理解 为 ， 在 每 一 点 上 ,9(9) 等 于 各 (的 两 
者 中 较 大 一 值 .2 的 连续 性 是 很 明显 的 ， 现 在 设 Y 一 《在 点 acQ7 
取得 极 大 值 ,此 处 “定义 且 调 和 于 人 我 们 可 设 (wo) 一 (eo). 则 
对 于 xE49, 有 | 
V2) —u2) SVE) ~ ot0) — L(t) =r (0) 一 wxo)， 
因此 , v1 一 w 是 常数 ， 而 从 间 一 不 等 式 可 知 "一 4 必 也 是 常数 ， 这 
就 证 明了 w% 是 次 调和 的 . 

设 4 是 一 圆 盘 , 它 的 闭 包 包含 于 ,并 以 P, 表示 用 圆周 上 的 
v 值 组 成 的 Poisson 积分 。 则 下 述 性 质 必 正 确 : 
4 如 ?是 次 调和 的 ， 则 在 4 中 等 于 P。 而 在 4 外 等 于 的 了 


® +* 0 © ® 


v 和 连续 性 可 以 gohwarz 定理 得 我 们 已 经 证 明 , 在 4 中 
有 wo<P。 因此 在 整个 全 内 必 有 w<w. 显然 ,在 4 的 内 部 和 外 部 ， 
vf 是 次 调和 的 . 今 设 v 一 w 在 4 的 圆周 上 一 点 各 处 取得 一 极 大 
值 , 则 ww 也 将 在 so 处 取得 一 极 大 值 ， 因 此 v 一 是 常数 ， 而 从 
.不 等 式 

v— UY — Uv (20) 一 ua) 一 0(zo) 一 (so) 

可 知 一 也 是 常数 ， 从 而 证 明 wv 是 次 调和 的 ， 

注 我 们 只 感 兴趣 于 连续 次 调和 函数 ， 但 是 普 浪 接受 的 定义 
只 要 求 函数 是 上 半 连 续 的 ， 一 个 实 值 函数 v(z) 在 是 上 半 连 续 
的 《ua. s, 0., upper semioontinuous 的 缩写 )， 如果 lim， sup v2 


“347 ， 


(zo) 是 下 半 连 续 的 Ql. s. 0.), 如 果 lim inf v(z) >w(w). 车 不 明 


确 究竟 是 娜 一 种 ， 那 么 只 要 记 住 ,“ 上 ”是 指 双 不 等 式 w(zo) 一 上 < 
of(2] 之 v(m0) 十 8 中 的 上 一 半 ; 而 “下 ”是 指 这 不 等 式 的 下 一 半 . 习 
惯 上 也 允许 as. o. 函 数 取 值 一 oo, 而 1. ao。 函数 取 值 十 oo， 

在 其 它 方面 ,定义 工 无 改变 ; 极 大 值 原 理 对 上 半 连 续 函 数 就 
象 对 连续 函数 一 样 有 意义 ， 这 是 因为 一 个 上 半 连 续 荔 数 也 将 在 任 
何 紧 致 集 上 取 到 极 大 值 (见习 题 6). 

还 可 证 明 (12) 中 的 积分 总 是 有 意义 的 , 并 可 证 明定 理 8 在 % 
只 是 上 半 连 续 时 仍 正确 . 


习 题 


1. 求证 函数 lz|，lsl*(o> 0)，log(L+ 1z| 人 都 是 次 调和 的 . 
2， 设 f(z) 是 解 诉 函 数 ,求证 |f(z)|*Ca>0) 及 log(1+ Ce) 19) 都 是 次 
调和 的 . 

3. 如 0 及 其 一 直到 二 阶 的 偏 导数 都 是 连续 的 , 求证, 当 且 仅 当 4v>0 时 
v 是 次 调和 的 . | | 

[提示 : 对 于 充分 性 , 可 先 证 v+ sz? s> 0, 是 次 调和 的 ， 对 于 必要 性 , 可 
证 ,如 加 <0, 则 其 在 圆 上 的 平均 值 将 是 半径 的 一 个 降 函 数 .] 

4. 求证 ,如 一 次 调和 函数 的 自 变数 经 一 共 形 映照 , 则 新 的 函数 仍然 是 次 
调和 的 . 

5. 试 列 出 一 条 定理 ,说 明 次 调和 函数 列 的 一 致 极限 是 次 调和 的 , 并 证 明 
之 . 

6， 如果 v(3) 在 开 集 Q 上 是 上 半 连 续 的 , 证 明 它 在 任何 紧 致 集 马 CO 上 
有 一 极 大 值 . 


4.2 Dirichlet 问题 的 解 


最 先 应 用 次 调和 函数 来 研究 Diriehlet 问题 的 是 0. Perron. 
他 的 方法 的 特点 是 具有 极 大 的 普遍 性 ,而且 完 全 是 初等 的 . 
.考察 一 有 界 域 Q 及 定义 于 其 边界 厂 上 的 一 个 实 值 函 数 f(t) 
[为 了 明显 起 见 , 边界 点 以 《 表示 ] .开始 时 , f(L) 不 一 定 要 连续 ， 
348 ， 


但 为 了 简单 起 见 , 设 它 是 有 界 的 , 即 | Pi) | 才 必 ， 对 于 每 一 个 了， 
可 用 一 简单 方法 在 侣 中 定义 一 个 调和 函数 (x), 这 个 方法 将 在 下 
面 仔细 叙述 。 如 /是 连续 的 ,并 设 Q 满足 某 些 适当 的 条 件 , 则 相 
应 的 函数 &% 将 是 2 内 边 值 为 的 Diriehlet 问题 的 解 . 

我 们 用 下 述 性 质 定 义 函 数 4 的 类 中 (了 )， 

(a) "在 @ 中 是 次 调和 的 ; 

Cb) 对 于 所 有 的 LET, EC)<7(G)， 
性 质 (b) 的 精确 意义 就 是 : 给 定 一 。>0, 及 一 点 ET, 存在 《的 
一 个 邻 域 4 使 得 不 等 式 v(z)<f(Z)+s 在 4N9 中 成 立 ， 函 数 
类 中 (了 ) 是 非 空 的 ， 因为 它 包含 所 有 < 一 从 的 常数 我 们 来 证 
明 ， 

引 理 1 对 于 vEB( 有 )， 定义 w(s) 为 w( 攻 的 上 确 界 ， 则 函数 
4 在 2 中 调和 ， 

首先 , 在 口内 每 w< M， 这 是 极 值 原理 的 一 个 简单 夏 论 ,但 
为 了 它 的 重要 性 , 我 们 将 对 这 一 点 作 较 详细 的 说 明 。 对 于 一 给 定 
的 8>0, 设 恕 是 Q 中 使 %(%) 之 M 十 8 的 点 + 全 体 所 成 的 集合 ， 在 
余 集 ~ 加 中 的 点 2 有 三 类 ; (D 在 Q 外 部 的 点 ，(2) 在 荆 上 的 点 ， 
(3) 在 Q 中 使 vz) 过 必 +s 的 点 . 在 (TD 的 情形 , z 具有 一 邻 域 包 
含 于 @ 的 外 部 ; 在 (2) 的 情形 ， 根 据 性 质 (b), 有 一 个 邻 域 4 在 
4NnQ 中 有 %< 必 +s; 在 (8) 的 情形 ,根据 连续 性 ,存在 包含 于 Q 的 
一 个 邻 域 , 在 其 内 2< 必 十 s， 因 此 ,~ 如是 开 集 而 如 是 闭 集 ， 又 
由 于 @ 是 有 界 的 , 故 如 是 紧 致 的 如 如 为 非 空 , 则 “将 在 召 上 有 
一 极 大 值 , 而 这 也 是 2 内 的 一 个 极 大 值 . 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 
根据 (b), o 不 能 是 一 个 大 于 族 的 常数 ， 因 此 , 对 于 每 一 6 如 是 
空 集 , 从 而 知 在 2 内 必 有 % 忆 AM. . 

考察 一 圆 盘 4 其 闭 包 包含 于 9, 及 一 点 wEd 存在 函数 
oaE 员 (用 的 一 个 序列 , 使 得 lim w(so) 一 wso)， 命 Pr 一 max (oz 


0 …， 2)。， 则 六, 组 成 内 ( 旋 中 一 个 非 降 的 函数 序列 、 作 六 ， 使 
-之 在 4 的 外 部 等 于 Fw 而 在 4 中 等 于 Ps 的 Poisson 积分 根据 
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上 节 的 性 质 ( 约 可知， 也 仍 属于 风 ( 广 ,Bz 组 成 一 非 降 序列 ,而 不 
等 式 9%0) 和 V20) EV (0) Eu) 表明 lim V,(zo) wso)。， 根 


据 Harnack 原理 , 序列 {V,} 收 急于 4 中 的 一 个 酒 和 的 极限 
UU, 它 满足 条 件 U<w 及 可 (zo) 一 www). 

现在 假定 我 们 从 另外 一 点 纹 E4 开 始 作 同 样 的 布置 ， 选 定 
tnE 由 (7 轧 ， 使 得 lim wksi) =w(zz)， 但 此 时 ， 在 构 作 之 前 ， 先 以 
2 一 了 DAX (Vs Ws) 代替 ws， 命 人 V, 二 max(w01,，…， 210n)， 用 Poisson 
积分 构 作对 应 序列 { 呈 分， 于 是 可 得 一 调和 的 极限 函数 Di 满足 
了 和 Vs 及 To) 一 允 (2)。， 册 此 可 知 U- 上 在 加 处 取 得 极 大 
值 零 .因此 太 必 恒 等 于 Ui, 这 就 证 明了 ， 对 于 任意 的 和 Ed， 
Wn) Da)， 从 而 可 知 * 在 任 一 圆 盘 4 中 调和 ， 因 而 在 全 部 2 
内 调和 ， 

现在 我 们 来 研究 ， 对 于 连续 的 f, 在 什么 情形 下 ww 才 是 
Dirichlet 问题 的 解 。 首 先 应 当 注 意 Dirichlet 问题 并 不 常 有 解 ， 
例如 ， 如 口 是 有 和 孔 圆 盘 0< |z| <1， 考察 边 值 1(0) =1 及 iL|= 
时 f(L) =0。 具 有 这 些 边 值 的 一 个 调和 函数 将 是 有 界 的 ， 因 此 原 
点 是 一 可 去 奇 点 . 但 此 时 由 极 值 原理 推 知 这 一 函数 便 等 于 零 , 所 以 
在 原点 不 能 有 边 值 1， 故 知 问题 无 解 . 
”不 难看 出 , Dirichlet 问题 的 一 个 解 , 如 果 存 在 的 话 , 必 便 等 于 
ww 因为, 如果 口 是 一 个 解 , 则 首先 必 有 EG( 了 ), 因此 ww>U. 根 
据 极 值 原理 可 知 , 对 于 所 有 的 。E 加 (了), 有 wv<U,， 从 而 得 相反 的 
不 等 式 w<&U. 

解 的 存在 对 于 很 多 种 域 是 可 以 断言 的 ， 一 般 说 来 , 如 果 的 
余 集 在 任 一 边界 点 的 邻 域 中 不 是 太 “ 薄 ”, 则 解 总 是 存在 的 。 下 面 
我 们 来 证 明 一 个 引 理 , 这 一 引 理 表面 看 来 与 “ 莓 ”这 个 概念 关系 不 
大 . 

引 理 2 设 在 由 有 -调和 国 数 )， 它 的 连续 的 边 值 


bs oe 8 


wke) 除了 在 一 点 to 处 之 外 , 都 是 正 的 ,而 在 &o 处 (co) 一 0， 那 


来 , 如 果 矿 人 在 to 处 连续 ， 则 由 Perron 方法 所 确定 的 对 应 应 数 
,250. 


4 必 满 足 lim ww(2) ~ f(t). 
要 证 明 这 一 一 引 理 ， 只 要 证 明 ， 对 于 所 有 的 8>0, Hmw(z) < 
(Co 二 e 及 lm vl) 之 f(Lo) -s。 这 里 我 们 仍 设 Q 有 界 ， 且 


jC) |<A, 

确定 ge 的 一 个 邻 域 4 使 得 对 于 5 E4， 成 立 不 等 式 |f(6)— 
Jo)1<s. 在 余 集 2 一 4n9 中 ,函数 wo(z) 具 有 一 正 的 极 小 值 wm， 
考察 如 下 调和 函数 的 边 值 ， 


W(2) = = (Co) +e+ 2 (M—f(¢0)). 


对 于 5E4 有 六 ( 之 fCC)+>fCC); 而 对 于 4 外 部 的 风 
及 () 之 M+e>f(L)， 肉 此 ， 根 据 极 值 原理 ， 可 知性 一 函数 
6 对 (月 必 满 足 条 件 0%) < 到 ()， 由 此 可 知 (办 < 到 (2)， 因而 
ww) <W(Lo) -Co 十 % 这 是 我 们 所 要 证 明 的 第 一 个 不 等 
. 式 . | - 
。 对 于 第 二 个 不 等 式 ,我 们 只 须 证 明 , 函数 

VC) f(bo) =e— (M+) 


属于 轴 ( 记 .对 于 《5E4 有 (6)<f(Lw) 一 e 三 J(L), 而 在 所 有 其 
他 边界 点 上 , V(C) < 一 路 一 s<()， 由 于 本 是 调和 的 , 它 属 于 
8(f)， 从 而 得 w()>V(，lim ws)>V C6y) fCLo) 一 e， 这 训 


完成 了 证 明 ， 

引 理 2 中 的 函数 @(2) 有 时 称 为 点 go 处 的 鱼 ， 现在 很 明显 可 
以 看 出 ， 只 要 每 一 边界 点 有 一 笃 ， 则 Diriohlet 问题 就 是 可 解 的 . 
因此 , 我 们 现在 只 须 列 出 一 些 说 明 鑫 存在 的 几何 条 件 。 已 经 知道 
一 些 必要 和 充分 条 件 , 但 这 些 条 件 都 不 具有 纯 几 何 特征 ,所 以 难于 
应 用 。 不 过 求 出 一 些 广泛 可 用 的 充分 条 件 还 不 难 . 

我 们 从 最 简单 的 情形 开始 ， 设 QUT 包含 在 一 个 开 的 半 平 面 
中 ,位 于 边界 线 上 的 一 点 Co 为 例外 .如 这 一 边界 线 的 方向 为 a( 闪 
”平面 在 其 左 ), 则 wz) =Ime-*(z 一 Lo) 是 bo 处 的 一 个 鱼 ， 
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更 一 般 地 说 , 设 £ 为 一 线段 的 端点 , 这 一 线段 土 的 计 有 点 , 除 
了 点 ,都 位 于 人 的 外 部 。 如 这 一 线 眉 的 男 一 六 点 为 bu, 则 在 线 
慨 的 外 部 ,可 定义 : 

fz— Lo i | 
VE 


的 一 单 值 分 支 ， 如 对 角 a 作 适当 的 选择 , 易 见 函 数 
me YE] 
就 是 z 处 的 一 个 刍 . | 
应 用 这 些 方法 求 得 的 不 是 最 强 结果 ， 但 在 大 多 数 应 用 中 是 充 


分 的 .因此 可 得 下 列 定理 ， 
定理 9， 对 于 任 一 域 9, 如 它 的 每 一 边界 点 是 一 党 人 的 总， 


me 


这 里 的 假设 可 减弱 为 如 下 的 形式 ， 如 a 及 其 信保 贞 有 一 公 居 
边界 , 它 由 有 穷 条 简单 闭 曲线 组 成 , 这 些 闭 曲线 到 处 都 有 切线 . 多 
点 及 某 种 类 型 的 尖 点 也 是 许可 的 @ 


习 是 


如 果 吃 是 有 孔 圆 盘 0< |z| < 而 了 当 | 引 = 工 时 ,7( 约 一 0, 而 f(0)= 
1, 证 明 所 有 函数 we 见 ( 记 在 日 中 均 <0. 


5 多 连通 域 的 典型 映照 


从 Riemann 映照 定理 可 得 出 结论 : 除了 整个 平面 以 外 的 任 两 
单 连通 域 ,可 以 互相 共 形 映 象 , 或 者 说 , 它们 是 共 形 等 价 的 ， 但 对 


于 连通 数 相同 的 两 个 多 连通 域 来 说 , 情形 并 不 如 此 ， 因 此 就 有 必 
要 来 试 求 一 类 典型 域 , 使 每 一 个 多 连通 域 与 一 个 ,而 且 只 有 一 个 典 


@@。、 基 木 上 用 同一 方法 可 证 的 这 一 问题 的 最 佳 结果 是 ;Dirichlet 问题 对 任 -- 域 
可 解 , 只 要 该 域 的 余 集 的 分 集 都 不 退化 为 一 点 。 从 这 一 命题 可 很 容易 导出 Riamaam 


oa Te 


映照 定理 的 一 个 独立 的 证 明 方 法 ， 
“853 ， 


型 域 共 形 等 价 。 典型 域 的 选择 具有 一 定 程度 的 任意 性 , 这 里 有 志 
种 类 型 具有 同样 简单 的 性 质 . 

为 了 使 我 们 的 研究 不 超出 初等 的 水 平 ， 我 们 这 里 只 限于 讨论 
有 限 连 通 数 的 域 ， 将 可 看 出 , 构 作 典型 映照 的 基本 步 又 是 引进 某 
些 在 边界 上 具有 特别 简单 性 质 的 调和 函数 . 其 中 ,调和 测度 只 与 
域 及 域 的 图 线 之 一 有 关 ， 而 Green 函数 则 与 域 及 -- 内 点 有 关 ， 


5.1 调和 测度 . 


在 研究 一 个 域 9 的 共 形 映 照 时 , 我 们 当然 可 以 用 任意 一 个 共 
形 等 价 于 .0 的 域 来 代替 2, 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 任意 地 先 作 几 个 
预备 的 共 形 映照 作为 过 渡 . 由 于 在 域 的 选择 方面 有 着 这 样 的 自 
由 , 因此 ， 对 于 由 边界 的 复杂 构造 所 引起 的 种 种 困难 , 我 们 就 可 以 
不 必 考虑 了 . 

下 醒 我 们 以 表示 一 平面 咏 其 过 通 数 mx1 余生 的 分 
记 为 如， 画 ，…， 杞 ,并 以 思 , 表 无 界 的 分 集 . 不 失 一 般 性 , 我 们 
假设 所 有 的 村, 不 退化 为 一 点 ， 因 为 退化 为 一 点 的 分 集 显 然 是 任 
一 耻 昭 杀 数 的 可 去 寺 点 ,因此 ,如 果 将 这 一 孤立 的 边界 点 关 入 到 起 
内 , 则 映照 仍 保持 不 变 . 

,到 的 余 集 9/ 是 一 单 连通 域 . .根据 Riemann 定理 , 0' 可 共 形 - 
地 映 成 圆 盘 |z| < 在 这 一 映照 下 , 变换 成 一 个 新 的 域 ,而 
加 i;…，B,zs 的 象 就 是 这 一 新 域 的 余 集 的 有 界 分 集 。 为 了 方便 起 
见 ， 我 们 约定 映照 前 后 的 域 用 同一 记号 表示 ; 特别 是 ， 如 ,现在 就 
是 集 |z| 之 1. 到 正 向 的 单位 国 |s| 1 记 为 0。 并 称 它 为 新 域 
的 外 国 线 . 

考察 防 关于 扩充 平面 的 余 集 . 它 仍 是 一 单 连通 域 , 我们 可 将 
它 映 成 单位 圆 的 外 部 ， 以 co 对 应 于 ce。Cu 的 象 是 一 有 向 阅 解析 
曲线 , 按 约定 仍 记 为 Cu 此 外 , 我 们 把 内 转 线 0 定义 为 新 平面 中 
取 负 向 的 单位 贺 . 

这 一 方法 一 直 可 以 继续 下 去 , 直到 所 得 的 域 Q 的 外 围 线 为 Ca 
并 有 %- 工 条 内 围 线 01,…, On-1 为 止 (图 9-3)， 应当 指出 , 一 条 
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图 6-3 一 个 多 连通 域 的 变换 


图 线 关于 平面 上 任意 -点 的 指示 数 是 可 以 很 容易 地 算出 的 例如 ， 
设 经 过 若干 次 映照 , O%, h<n 成 为 单位 圆 ， 此 时 Crx 关于 刀 ; 内 点 
的 指示 数 是 一 1, 而 关于 所 有 不 在 Os 上 的 其 他 点 的 指示 数 则 是 
0。 其 后 的 各 次 映 招 不 会 改变 这 种 状态 ， 这 一 事实 是 很 明显 的 ,而 
且 不 难 根据 幅 角 原理 给 出 一 形式 证 明 ， 用 同样 方法 可 以 证 明 外 转 
线 Os 关于 妃 , 内 点 的 指示 数 为 0, 而 关于 所 有 不 在 Cs 上 的 其 他 
点 的 指示 数 为 1， 由 此 可 知 ， 闭 链 O01 十 Os 十 … 十 O， 将 按 第 4 
章 5.1 节 定义 4 的 意义 界定 Q. 内 围 线 和 外 围 线 的 特性 是 一 致 的 ， 

” 因为 ,关于 为 的 一 内 点 的 反 演 显然 可 使 0; 成 为 外 围 线 . 

易 见 定理 9 可 应 用 于 2 事实 上 ， 由 于 任 一 图 线 都 可 以 变换 
成 一 个 圆 , 故 刍 的 存在 是 十 分 明显 的 . 

现在 我 们 来 解 在 0; 上 的 边 值 为 1, 在 其 他 围 线 上 的 边 值 为 0 
的 域 Q 中 的 Diriohlet 问题 .把 解 记 为 ox(z), 并 称 这 一 解 为 0 
关于 域 8 的 调和 测度 在 Q 中 , 显然 有 0<am(z) <1, 且 

oa 十 oa( 约 十 十 On(2) 二 二 

如 映照 2 使 得 C 成 为 一 个 圆 ， 则 根据 对 称 原理 ，ox 必 可 越过 0 
进行 延 拓 . 因此 ， om 在 可 以 扩张 至 一 个 较 大 的 域 的 意义 下 , 在 六 
054， 


域 2 中 是 调和 的 . 

围 线 01,…, 0,1 组 成 了 中 闭 链 的 一 个 同调 基底 ， 这 里 的 
同调 是 对 一 个 尚未 经 规定 的 较 大 域 来 说 的 .wwx 的 共 轿 调和 函数 
是 多 值 的 , 它 沿 0; 有 周期 


6 本 
|。 -本 ds= | don, 


更 一 般 地 ,我 们 可 以 断言 , 常 系数 线性 组 合 
和 icoi (名 ) 十 Naas(2) 十 十 和 in 12 
不 可 能 有 一 个 单 值 共 谍 函数 ， 除 非 所 有 的 和 都 等 于 零 . 为 了 证 明 。 
.这 一 点 ， 设 这 一 式 是 单 值 解析 函数 f(z) 的 实 部 ， 根据 对 称 原 理 ， 
js) 可 以 解析 延 拓 到 8 的 闲 包 ， 因 此 , f(z) 的 实 部 在 O 上 将 恒 
等 于 入 % 一 1，…, mn 一 1 而 在 Cs 上 应 等 于 零 ， 这 样 , 每 一 围 线 将 
映 成 为 一 条 坚 直 线段 。 如 wo 不 在 这 些 线段 的 任 一 段 上 , 则 在 每 一 
围 线 上 可 定义 arg(f(z) 一 wo) 的 一 单 值 分 支 . 根据 幅 角 原理 , (7) 
在 中 不 能 取 wo 的 值 ， 这 样 一 来 ， f(z) 必 化 为 一 常数 ， 因 为 否 
” 则 , 9 的 象 一 定 包 含有 线段 外 部 的 点 ， 从 此 得 出 结论 , f(z) 的 实 
部 恒 等 于 零 , 因而 边 值 % 必 都 等 于 零 。 
我 们 所 证 明 的 乃 是 线性 齐 次 方程 组 
和 iodj 十 和 a0aj 十 … 士 和 nl00 t=O (j=1, ,nl1) (18) . 
只 有 平凡 解 和 0, 因为 它们 就 是 使 Ni 十 … 十 和 siww-1 具 有 单 
值 共 胃 的 条 件 . 根据 线性 方程 理论 ,任何 以 (13) 的 系数 为 系数 的 
非 齐 次 方程 组 必 有 一 个 解 . 特别, 可 解 出 方程 组 
Ma001 十 和 as0aI 十 多 十 和 nl -1 一 7， 
M1013 十 和 sa0s 十 … 十 和-100 1,2 = 0, 
Ge | (14) 
M0 十 Nac,n-1l 十 … 十 Mn_10m_1,n_1—0, 
ao0dn 十 和 a0an 十 …… 十 和 md0m-ta 一 一 205， 
其 中 最 后 一 方程 是 前 面 w%- 工 个 方程 的 结果 (因为 mu 十 aa 十 十 
cm 一 0)。 换言之 , 我 们 可 以 求 得 一 多 值 积分 f(z), 它 沿 0 及 On 
上 的 周期 为 土 2 wi, 所 有 其 他 周期 都 等 于 零 ， 它 的 实 部 在 CO* 上 人 重 
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等 于 )x( 令 jn 一 0)， 于 是 函数 Po) 一 e2 是 单 值 的 ， 我 们 来 证 明 ， 
下 面 的 定理 ， 


ee 
ee 


人 


这 一 映照 可 由 图 6-4 说 明 . 围 线 0; 及 Co 与 整 圆 是 一 一 对 应 
的 ,但 其 他 围 线 则 上 映 成 图 形 裂 驳 ， 可 以 设想 , 每 一 裂 链 具有 两 边 ， 
连同 其 两 端 点 组 成 一 闭 围 线 . 


图 6-4 同心 裂缝 域 


这 一 定理 可 用 幅 角 原理 来 证 明 ， 我 们 知道 了 (2z) 是 解析 的 , 在 
.每 一 围 线 上 具有 不 变 的 模 . 方程 了 (x) = wo 的 根 的 数目 为 

1 FPF’ 多 F'(z)dz 
| Pe pea 二 十 
zs| EF (ede 
2mo)c, F(z)— wo’” 
此 处 wo 不 能 取 值 于 边界 上 ， 如 wo= 0, 则 (15) 式 中 的 各 项 是 已 知 
的 ,分 别 等 于 卫 0,…, 0， 一, 对 于 |wo| <e*, 沿 Ci 的 积分 永远 
等 于 1 而 如 |wol >e*, 则 等 于 零 . 同样， 最 后 一 积分 当 |wo| <1 
时 等 于 一 1, 而 当 |wo|>1 时 等 于 零 ， 对 于 所 有 的 wo, 只 要 
|wol *e*, 则 洪 Cx, 1< <m 的 积分 都 等 于 零 . 现在 设 了 (zw) 实际 
取 到 wo 的 值 ; 由 于 Q 被 映 成 一 开 集 , 故 可 取 |wo| 关 所 有 的 ev. 对 
于 这 一 wo, 表达 式 (15) 必 为 正 。 但 这 只 有 在 1< |wo| <em 时 方 始 
”可 能 .这样 就 得 入 >0, 而 根据 连续 性 , 0< 和 < 和 

从 此 ,定理 的 证 明 可 用 纯 拓扑 的 论断 来 完成 。 不 过 , 从 幅 角 原 
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(15) 


” 理 来 推出 结论 将 更 为 有 益 , 而 且 也 更 为 简单 。 如 果 在 边界 上 有 单 
极 存在 , 则 贸 数 定理 仍 可 应 用 , 但 此 时 应 以 围 线 积分 的 Qauchy 主 
值 来 代替 围 线 积 分 ， 而 且 留 数 的 和 应 包括 边界 上 留 数 的 半 值 @， 


对 于 目前 的 情况 来 说 ， 第 二 个 约定 就 是 说 在 边界 上 所 取 的 值 应 按 


其 重复 度 的 一 半 计 算 ， 至 于 主 值 的 计算 ,出 并 无 困难 . 如 jso| = 
6 则 


上 | 下 (20 -了 | 有 (202 
BJ)o, Foe ZJo Fl)? 


因为 根据 初等 几何 学 原理 (或 直接 计算 )， 
darg( F(z)— wo) - 亏 darg F(z). 


因此 , 如 b=1, 由 (15) 中 的 主 值 等 于 亏 ， 如 2<h<n 一 1, 则 等 于 
0, 如 4=mw 则 等 于 一 志 . 


由 些 可知, 在 圆 |wo| = 或 |wo| = em 上 ,每 一 值 取 半 次 , 也 就 
是 说 在 边界 上 取 一 次 ; 这 就 证 明 Cu 及 On 的 映照 是 一 对 一 的 ， 而 
上 且 0<N<Xo sl nn。 其次, 如 1 之 |wo| 过 om， 则 ws 的 值 或 者 为 
内 点 取 一 次 , 为 边界 点 取 二 次 ,或 者 视 重复 度 为 2 时 为 边界 点 取 一 
次 .在 每 一 围 线 02, …, O01 上 , 可 定义 arg 也 (z) 的 一 单 值 分 支 ， 
重复 度 为 2 的 值 对 应 于 arg (的 相对 极 大 和 极 小 ， 它 至 少 有 一 
极 大 值 及 一 极 小 值 ,但 也 不 能 多 , 否则 了 (z) 将 过 同一 值 超过 二 次 
此 外 , 极 大 值 与 极 小 值 之 差 应 小 于 2m， 这 说 明 每 一 围 线 映 成 为 一 
段 特 定 的 弧 . 最 后 , 对 应 于 不 同 围 线 的 各 段 弧 应 当 是 互 不 相交 
的 

这 就 证 明了 全 部 定理 10, 而 且 我 们 还 可 以 说 明 边 界 的 对 应 关 
系 ， 这 一 定理 的 重要 意义 在 于 ; 我 们 可 把 8 映 成 为 一 个 由 两 圆 围 
成 并 带 有 mw- 2 个 同心 贺 形 裂缝 的 典型 域 ; 用 正规 化 方法 可 将 内 贺 
。 @ 在 第 4 章 第 5.3 闻 中 ,Cauchy 的 主 信和 是 在 沿 一 直线 求 积分 的 情形 下 提出 的 . 
在 一 任意 解析 弧 的 情形 , 我 们 可 以 用 一 辅助 共 形 映照 来 定义 主 值 ， 这 一 映照 将 一 子 弧 
映 为 一 直线 段 。 留 数 定理 的 推广 是 很 容易 看 出 的 ， 它 证 明了 , 主 值 是 与 所 用 的 辅助 共 
形 映 照 无 关 的 ，。 
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的 半径 选 为 1。 对 于 给 定 的 O: 及 0,, 典型 陕 照 除了 一 旋转 之 外 
是 唯一 确定 的 , 这 可 从 方程 组 (15) 只 能 有 一 个 解 这 一 事实 看 出 。 

连通 数 为 么 的 典型 域 的 形状 依赖 于 3m 一 6 个 实 常数 ， 事 实 
上 ,每 一 裂 妖 的 位 置 和 大 小 由 三 个 数 确 定 ， 总 数 就 是 8n 一 6; 环 的 
厚度 给 出 了 一 个 附加 的 参数 , 但 因 旋 转 是 任意 的 , 所 以 有 另 一 参数 ， 
可 以 不 计 。 


习 题 


1. 试 直接 证 明 ， 两 圆 环形 是 共 形 等 价 的 ， 当 生 仅 当 它 们 的 半径 之 比 相 
等 . 

2、 求证: Uy 一 CH， 

[提示 ， 应 用 第 4 章 定理 21,] 


5.2 Green 函数 


现在 仍 设 介 是 具有 有 限 连 通 数 的 一 个 域 , 由 于 我 们 可 以 作 过 
渡 的 共 形 映照 ， 因 此 可 设 2 由 解析 图 线 01, …，Cn 围 成 ， 这 里 
n=1 的 情形 也 将 包括 在 内 . 

考察 一 点 wo E40, 并 以 边 值 1og|L 一 w| 解 8 中 的 Diriohlet 问 
题记 解 为 Q\z), 但 主要 是 研究 函数 g(2) =G(z) 一 log|z 一 zo|， 
这 一 函数 称 为 介 的 Green 函数 , 它 在 点 和 处 有 极点 .为 了 着 重 
指出 它 依赖 于 wo, 故 将 它 记 为 g(z, so)，， 

Green 渔 数 夺 日 中 除了 点 wo 以 外 ， 是 到 处 调和 的 ， 且 在 边界 
上 等 于 零 ， 在 ww 的 一 个 邻 域 中 , 它 与 一 log|z 一 zo| 相差 一 调和 函 
数 。 根据 这 些 性 质 ,g(z) 是 唯一 地 确定 的 ， 因 为 , 如 gi(z) 具有 同 
样 的 性 质 , 则 yg 一 gi 在 整个 Q 中 调和 , 而 在 边界 上 等 于 零 . 根据 极 
值 原理 , 可知 下 恒 等 于 9. 

如 两 个 域 是 共 形 等 价 的 ， 则 具有 对 应 极点 的 Green 函数 在 互 
相对 应 的 点 上 是 相等 的 .更 明确 地 说 , 设 一 z( 疏 定义 一 个 把 平 
而 中 的 域 Q 映 成 ”平面 中 域 Q 的 一 一 共 形 映照 .选择 一 点 toc9， 
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并 以 8 2) 表示 中 的 Green 函数 ， 其 家 点 在 wo 一 z(&0)， 则 
9(z()，zo) 就 是 2 的 Green 函数 .为 了 证 明 这 一 点 , 先 看 如 果 
址 近 于 一 边界 点 , 则 2(6) 趋 近 于 9 的 边界 , 因此 gs ，so) 的 边 
值 为 0. 至 于 在 to 处 的 性 态 ; 因 gC(z(L), 0) 与 --log|z(L) 一 z(60)| 
之 差 是 x(5) 的 一 个 调和 函数 ， 因 此 也 是 6 的 调和 函数 .但 因 差 
log|z(L) 一 z(Lo)| 一 log|L 一 bo| 也 是 调和 的 , 故 知 g(x(L), 0) 在 如 
处 有 所 需 的 性 态 ， 这 就 证 明 Green 函数 在 共 形 映照 下 保持 不 变 ， 
根据 这 一 不 变性 ， 随意 作 过 湾 的 共 形 映照 当然 是 可 以 的 ， 
在 单 连 通 域 的 情形 ， 在 Green 函数 与 Riemann 映照 函数 之 
同 有 一 简单 关系 .对 于 单位 圆 盘 |w| <1, 关于 原点 的 Green 函 
数 显然 为 一 log |w|， 因此 ， 如 必 7) 将 马 映 成 单位 加 盘 ， 而 加 
` 映 成 原点 , 则 根据 不 变性 , 得 . 
gz %0) = — Iog |f(2)|. 

反之 ,如 g(%, #0) 为 已 知 , 则 映照 函数 也 可 以 确定 . 

Green 盘 数 具有 一 重要 的 对 称 性 质 ， 给 定 两 点 入, 22E0, 为 
简单 起 见 , 令 gCz, 2) 一 gz, 9(z, za) 一 99， 根 据 第 4 章 定理 21 可 
知 ， 微 分 g1'Q9s 一 92*G9i 在 一 个 从 如 除去 点 纪 ，‰ 后 所 成 的 域 中 
是 局 部 正 合 的 . 如 cr 及 cs 是 取 正 向 的 两 个 小 圆 ,圆心 分 别 为 及 
za, 则 闭 链 O 一 0 一 0s 同调 于 零 ( 如 前 , C=0i 十 … 十 Os)， 由 于 
91, 9 在 OQ 上 等 于 等 , 故 知 


| ja gdgs— ga dg =0. 
命 一 -gi+log]z 一 m|, 则 gt "dy — darg(e— 及), 于 基 
| "dga— go “dg -| Ga "dga— ga a0-| 1og jz 一 所 | "dg 


+| gagarg(g 一 所). 
上 式 右 侧 第 一 个 积分 等 于 零 ， 因 为 所 和 gs 在 o 内 是 调和 的 ， 第 
二 个 积分 也 等 于 零 ， 因为 |z 一 ;| 在 o 上 是 常数 ,而 且 "dgs 在 各 的 
一 个 邻 域 中 是 一 正 合 微分 ,最 后 一 积分 根据 调和 薄 数 的 均值 性 质 
可 知 等 于 2mgs(z)， 同 理 可 得 消 oa 的 积分 为 一 2w91(%a)， 这 就 证 
“359， 


明了 g(s) 一 见 (sa) 一 0, 或 
9(24， 9) 一 9(za， 1). 
由 于 这 一 对 称 性 质 ， 故 知 Green 函数 9 “0) 也 是 第 二 变数 的 调 
和 函数 . 
9(%， 0) 的 共 匈 函数 当然 是 多 值 移 ， 记 为 hlz, 和 0). 在 以 加 为 
圆心 的 一 个 小 圆 。 上, 它 具 有 周期 2。 此 外 , 它 具 有 周期 


六 (一 | hs, so0) =), ge 20) -hls em). 
” 引 理 3 周期 Pu(2) 等 于 调和 测度 wx(zo) 乘 2m. 


这 一 关系 的 证 明 仍 可 应 用 第 4 章 定理 21，ow "4g 一 9 他 os 沿 
.0-6 的 积分 等 于 零 . 沿 0 的 积分 等 于 Ps(zo), 而 沿 。 的 积分 用 上 
面 同样 的 计算 方法 可 知 为 rwx(xoy， 这 就 证 明了 


Pri(%0) =2 5%.(%0). 
65.8 ”具有 平行 继 的 域 
比 前 面 更 明显 一 些 ,我们 令 
gl%, %o) =G(2, %0) — log|z— zol, . (16) 
其 中 为 =mw 十 多 o EQ， 我 们 知道 G(%, wo) 是 对 称 的 ,并 且 关 于 每 个 
变量 都 是 调和 的 ; 作为 * 的 函数 , 它 有 边 值 log|t 一 %|. 
考察 差 商 Q(z, 及 一 (G(z, 0 二 有 一 G(z, 20))/b, 其 中 是 实 
的 , 并 取得 如 此 小 ,使 +A 仍 属于 2. 这 是 z 的 一 个 调和 函数 ,有 
边 值 (log|% 一 % 一 | 一 lg 这 一 各 |)/ 有 hR， 当 和 二 0 时 ,这 些 边 值 一 至 
地 趋 于 8/6xolog|L 一 wo| = 一 Rel/ tL 一 0)， 由 极 值 原理 可 知 ， 
Q(z, 办 不 仅 在 紧 致 集 上 , 而 且 存 整个 0 上 一 致 地 趋 于 极限 
(8/6wmo)G(z, zo)。 这样 , 如 果 我 们 把 边 值 一 并 考虑 ， 就 得 到 闭 包 
0Q- 上 的 一 致 收敛 性 , 这 里 2- 是 一 个 紧 致 集 ， 结论 是 : 作为 > 的 
函数 , (9/8xo)G(z, z0) 在 内 调和 ,并 有 边 值 -Rel/ 以 一 2)， 如 
果 与 (16) 比 较 ,就 知道 生 (2) 一 (8/8z0)g(z, m0) 对 x 到 如 调和 ,在 边 
界 上 保持 为 零 ,并 与 Re 1/ (2 一 0) 相 差 一 个 调和 函数 . 
. wu(2) 的 共 斩 函数 在 围 线 Cn 上 具有 革 些 周期 4;， 不 过 , 我 们 
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不 难 作 出 wlz) 与 调和 测度 wi(z) 的 一 个 线性 组 合 , 使 它 的 共 轿 孙 
数 的 周期 为 零 。， 实际 上 ， 函 数 妇 十 和 oi 十 … 十 和 -xon_1 就 具有 这 
一 性 质 ,只 要 - 

A ao 一 一 4 (h=1, 全 一 十) 

我 们 已 经 知道 这 一 非 齐 次 方程 组 恒 有 一 个 解 ， 因此 , 就 确立 了 函 
数 2(2) 的 存在 , 这 一 函数 除了 在 sz 处 具有 一 单 极点 , 其 留 数 为 1 
之 外 ,在 2 内 单 值 且 解析 , 它 的 实 部 在 每 一 围 线 上 都 是 常数 , 根据 
这 些 条 件 , p(z) 除 了 一 个 附加 常数 外 , 是 唯一 地 确定 的 . 

如 对 加 求 导 ， 则 完全 类 似 地 可 得 出 结论 ?5(%) 二 一 (8/0%o) 
“g(z, 20) 在 边界 上 等 于 零 , 并 与 Im1/(z 一 wo) 有 同样 的 奇 性 . 如 加 
上 一 适当 的 调和 测度 的 线性 组 合 , 则 共 轿 函数 将 是 单 值 的 。 故 知 
存在 一 单 值 的 解析 函数 9(z)， 其 奇 部 为 T/Gs 一 如 )， 其 虚 部 在 每 一 
围 线 上 是 常数 . 

由 函数 2p(%) 及 9(z) 可 得 简单 的 典型 映照 . . 

定理 11 由 pz) 及 9(z) 所 确定 的 映照 是 一 对 一 的 ， 的 象 


是 一 带 有 裂缝 的 域 ， 它 的 余 集 分 别 由 % 条 垂直 的 或 水 平 的 线段 组 


成 (图 6-54.5)， 


(四 (办 


”图 6-5 有 平行 颖 的 域 
这 一 定理 的 证 明 完 全 与 定理 10 的 证 明 相 仿 ， 这 时 表达 式 
ey 1 二 | Dp (dg (17) 


i Dd J os po 一 oo 
所 表示 的 是 2(2) 一 we 的 零点 数 减 去 其 极点 数 ， 但 不 难看 出 , (17) 
式 对 所 有 的 wo, 包括 边 值 在 内 ,都 等 于 零 . 在 边 值 的 情况 下 ,应 
取 主 值 ,但 如 w 取 在 Co 上 , 则 p'dz/(p 一 wo) 的 虚 部 在 Ox 上 等 于 


861 - 


零 ， 因 此 就 不 会 有 困难 ， 由 于 这 里 肯定 只 有 一 个 极点 ， 故 知 罗 ( 
在 的 内 部 取 每 一 值 一 次 ， 在 边界 上 取 每 一 值 二 次 , 或 视 重复 度 
为 2 时 在 边界 上 取 每 一 值 一 次 ， 至 于 证 明 的 其 余部 分 就 与 上 面 的 
完全 一 样 ， 对 于 4(2) ,同样 的 证 明 也 正确 . 

具有 平行 颖 的 域 可 当 作 烘 型 域 , 但 它们 不 都 是 共 形 等 价 的 , 妈 
使 要 求 oo 点 对 应 于 co 点 时 也 如 此 ， 例 如 ,由 2(s) 及 好 (2) 所 作 
的 映照 映 出 不 同 的 直 颖 域 ,但 都 是 共 形 等 价 的 。 除了 一 平行 的 平 
移 之 外 , 裂 颖 的 映照 只 是 对 在 % 处 具有 同样 留 数 的 映照 而 言 ， 才 
是 唯一 确定 的 ， : 


习 


1. 证明， 对 于 z 半 20, 9C3, 20) 是 关于 两 个 变量 同时 连续 的 、 
[提示 : 对 G(s， 及 ) 应 用 极 值 原理 ,] 
2. 证 明 函 数 ee(g co8a 十 记 pSina) 将 介 映 成 一 个 由 一 些 斜 缝 围 成 的 
“3. 用 习题 3 证 明 Pp 十 9 将 介 一 对 一 地 映 成 一 个 由 凸 图 道 转 成 的 域 . 
[ 注 ，Qi) 一 条 闭 曲线 称 为 是 的， 如 果 它 与 每 一 条 直线 至 多 相交 两 次 ， 
《ii) 要 证 明 0 在 2 十 4 下 的 象 是 凸 的 ， 只 须 证 明 ， 对 任 一 个 函数 
Re(p+9)e 在 Cx 上 取 值 不 超过 两 次 .但 Re(p 二 9g)ei 与 Re(geosa 十 ipsina) 
只 差 一 个 常数 ,而 所 要 的 结论 由 习题 2 中 映照 函数 的 性 质 即 可 推 得 . 
《ii) 最 后 , 可 用 幅 角 原理 证 明 ; 围 道 Cx 的 象 关 于 p 十 4 的 所 有 值 都 有 环 
绕 次 数 0， 特 别 ,这 意味 着 是 的 曲线 彼此 互 不 相交 .] 
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第 7 章 椭圆 函数 
1 单 周期 函数 


函数 fz) 称 为 是 周期 的 ， 周期 为 o 关 0， 各 果 对 所 有 性 
fto)=/f (2). 

例如 , 具有 周期 2oi, sinz 与 cosz 具有 周期 2w。 更 精确 地 说 ， 
我 们 只 感 兴趣 于 解析 的 或 亚 纯 的 函数 f(z), 并 且 在 一 个 域 Q 中 
考察 它们 ,而 域 虽 经 变换 z->z 十 w 映 成 自身 . 

如 果 口 是 一 个 周期 , 那 末 所 有 它 的 整 倍数 nw 也 都 是 周期 . 另 
外 还 可 有 别 的 周期 ,但 目前 我 们 专门 集中 注意 于 周期 mw。 从 这 一 
”观点 看 , 我 们 将 称 .jz) 是 一 个 具 周 期 的 单 周期 耳 数 . 特别 , 中 本 


身 是 否 是 另 一 周期 的 倍数 , 那 是 无 关 紧要 的 ， 


1.1 用 指数 函数 表示 


周期 为 的 最 简单 函数 是 指数 函数 eo"*/%. 一 个 基本 事实 是 
任何 具 周 期 中 的 函数 都 可 用 这 一 特殊 函数 表示 ， 

设 人 9 是 :一 个 具 下 述 性 质 的 域 ， 即 zEQ 蕴 酒 z+wEQ 和 
% 一 wE0、， 在 <- 平 面 上 定义 0 为 0 在 映照 《一 ew 下 的 象 ; 显 
然 0' 是 一 个 域 .例如 ,车 9 是 整个 平面 ， 则 9' 是 控 掉 0 的 平面. 
若 @ 是 一 个 平行 锋 ， 由 ce<Im(2mz/o)<5 定义 则 9 是 圆 环 
e ?< | < 

假设 f(z) 在 全 中 亚 纯 并 具有 周期 w。 则 在 2' 中 存在 唯一 一 
个 函数 忆 , 使 得 

f (2) = Peis/e). (GD 

事实 上 ， 为 确定 RCD)， 令 5 一 erw“， 则 除了 相差 w 的 一 个 倍数 
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外 , z 是 办 一 的 ， 而 中 的 这 个 倍数 并 不 影响 值 /2)， 显 见 五 是 亚 
纯 的 ， 反 之 ， 如 果 了 是 在 8 中 亚 纯 的 , 则 (I) 确定 一 个 具 周 期 
o 的 亚 纯 函 数 了 了 


1.2 Yourier 展开 


假设 02' 包含 一 个 环 7 过 || 之 7s, 在 其 中 三 设 有 极点 。 在 这 
环 中 ,了 有 Laurent 展开 


FO Dob", 
从 而 得 到 f= Doe, 


这 是 了 (z) 的 复 Fourier 展开 , 在 对 应 于 给 定 环 的 平行 颖 中 有 效 ， 
数 (参看 第 5 章 第 1.3 节 ) 由 下 式 给 出 ; 


pa i=r Fl)" (Ga<r<ra)， 


作 变 量变 换 ,上 式 变 为 z 

oo 二 | fom. 
这 里 a 是 平行 颖 中 的 一 个 任意 的 点 ,而 积分 是 沿 着 从 a 到 e+o 并 
保持 在 缝 内 的 任 一 路 径 进行 的 ， 如 果 f(x) 在 整个 平 画 中 解析 ， 则 
同一 Fourier 展开 到 处 成 立 ， 


Cn 一 


1.3 ”有 穷 阶 函数 


当 是 整个 平面 时 , (6) 在 Cm0 与 56=co 有 孤立 奇 点 ， 如 
果 这 两 个 奇 点 都 不 是 本 性 奇 点 ,就 是 说 ,它们 或 者 是 可 去 奇 点 ,或 
者 是 极点 , 那 末了 是 一 个 有 理 函 数 . 这 时 我 们 说 了 具有 有 穷 的 阶 ， 
等 于 了 的 阶 . 

”我 们 记得 ， 一 个 有 理 机 数 取 每 一 个 复数 值 包括 co 的 次 数 是 相 
同 的 , 只 要 我 们 遵守 通常 关于 重 数 的 约定 。 同 样 ,对 于 有 穷 阶 单 周 
期 函数 , 如 果 我 们 对 2 与 二 @ 不 作 区 别 ,就 得 到 一 个 类 似 结 果 ., 用 

一 个 方便 的 术语 , 我们 说 z+nw 等 价 于 *。 如 果 了 是 吧 阶 的 , 则 它 
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将 在 m 个 不 等 价 的 点 上 取 到 每 一 个 复数 值 c 关 (0) 与 了 (oo), 重 
数 重复 计数 . 我 们 还 注意 到 , 当 Im(s/w) 一 一 co 时 ,je) 一 了 (0)， 
而 当 Im (zs/o)~> co 时 , (2)-> 玉 (co)， 如 果 我 们 把 这 些 值 也 当 
作 它 “ 取 到 ”的 值 (具有 固有 的 重 数 ) ， 那 就 可 以 保持 所 有 复数 值 愉 
好 取 到 m 次 的 说 法 . 

对 于 另 一 种 解释 , 我 们 可 以 考虑 由 0<Im (s/w) 过 2m 所 定义 
的 周期 颖 ， 由 于 这 一 缝 只 包含 每 一 等 价 类 中 的 一 个 代表 , 故 了 (2) 
在 周期 颖 中 取 每 一 复数 值 m 次 , 但 值 (0) 与 (co) 除 外， 它们 
需要 作 特殊 约定 ， 


3 双 周 期 函数 
术语 权 贺 函数 与 双 周期 丽 数 是 互 延 的 ， 我 们 在 讨论 矩形 和 基 


些 三 角形 的 共 形 肌 照 时 记过 到 过 这 种 醒 数 的 例子 (第 6 章 ， 第 2 
节 ). 椭 贺 函 数 曾经 是 广泛 研究 的 对 象 ,一 方面 是 由 于 它们 所 具有 
的 函数 论 性 质 , 另 一 方面 是 由 于 它们 在 代数 与 数论 中 的 重要 作用 . 


我 们 引 论 性 的 题材 只 包括 一 些 最 基本 的 方面 。 
2.1 周期 模 - 


设 f(2) 是 整个 平面 内 的 亚 纯 函数 . 我们 要 研究 它 的 所 有 周 
期 组 成 的 集 M， 如 果 名 是 一 周期 , 那 末 它 的 所 有 整 倍数 no 也 都 
是 周期 ; 而 若 mos 属于 及， 则 wi 十 ws 也 属于 Mi; 因此 ,所 有 的 
线性 组 合 mail +wmaos 也 属于 于， 在 代数 中 , 具有 这 些 性 质 的 集 称 

为 一 个 模 (更 精确 地 , 对 整数 的 模 ), 我 们 称 x 为 了 的 周期 模 . 
除 子 常数 函数 这 一 平凡 情形 之 外 ,了 还 具有 一 种 拓扑 性 庙 ， 
它 的 所 有 点 都 是 孤立 的 ， 事 实 上 , 由 于 对 所 有 的 EM 有 ,ay = 
7 (0) ,因此 , 一 个 有 穷 萌 点 的 存在 直接 草 洱 着 了 是 常数 ， 一 个 具 可 
立 点 的 模 称 为 是 离散 的 . 
我 们 的 第 -一 步 是 确定 所 有 的 离散 模 . - 
定理 1 一 个 离散 模 或 者 由 零 单 独 组 成 , 或 者 由 一 个 复数 


oz#0 的 整 倍数 ma 组 成 ,或 者 由 两 数 wos 的 所 有 整 系数 线性 组 
全 合 moi 十 mas 组 成 ， 这 里 ， 比 oas 非 实 数 ， 
只 要 下 包含 一 数 @0， 它 必 也 包含 一 数 ， 其 绝对 值 为 最 小 
称 它 为 wz。 事实 上 ， 如 果 了 足够 大 ， 则 圆 盘 js|<r 包含 M 中 界 
于 0 的 一 点 ， 由 于 对 中 的 点 都 是 孤立 的 , 所 以 这 种 点 只 有 有 穷 多 
个 ,我 们 选择 oo 为 最 靠近 原点 的 点 (读者 可 以 证 明 这 里 总 有 2, 4 
或 6 个 最 伴 近 的 点 )， 倍 数 moi 也 都 属于 ML, 而 这 些 可 能 是 全 部 
7 | 
现在 假设 存在 一 个 EMK, 它 不 是 ws 的 整 倍数 .在 所 有 这 
. 样 的 w 中 ,有 一 个 , 其 绝对 值 是 最 小 的 , 设 为 02. 我 们 断言 oa/as 
. 不 是 实数 . 如 果 它 是 实数 ， 则 将 有 一 个 整数 ”使 得 m< wa/wz<m 十 
1， 这 祥 将 有 0< |no 一 os| < |ot|. 这 是 一 个 显然 的 矛盾 . 
”现在 可 以 断言 ，M 中 的 所 有 数 都 有 形式 moa+waos。 首先 ， 
由 于 os/as 非 实数 ， 所 以 任何 复数 ww 可 写成 形式 Nawa 十 Xaas， 其 
中 hhs 都 是 实数 ， 为 看 出 这 一 点 ,只 须 解 方程 组 ， 
= N01 二 Nga, 

@ = N04 Na0)3, . 

由 于 行列 式 wr6s 一 wa 不 等 于 零 ， 故 方程 组 有 唯一 的 一 组 解 
(My, Xa); 但 (Kz, Na) 也 是 一 组 解 , 因此 hs 与 ho 必 是 实数 .为 继续 
进行 证 明 , 存在 整数 mi、ma, 使 得 | 和 一 mz|< 去 ， |%s— ma| < 去 . 
如 果 wE€A 收 , 则 ， 

=O— M0 — Ma 
也 属于 于， 我们 有 |or|< 半 |oa1+ 哥 1s1<]esl, 其 中 第 一 个 


不 等 式 是 严格 不 等 式 , 因为 62 不 是 mx 的 实数 倍数 .根据 us 的 选 
定 方 式 ， 故 知 o' 必 是 oa 的 一 个 整 倍 数 ， 因 此 名 具有 所 断言 的 形 
式 ，… 
2.2 色 模 变换 

下 面 我 们 假定 出现 的 是 定理 鞋 中 的 第 三 种 情况 ，(oa，os) 具 
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有 这 样 的 性 质 ， 任 一 EM 有 唯一 的 霄 示 ， 其 形式 为 一 wa 十 
fn， 具有 这 一 性 质 的 任 一 数 对 称 为 玉 的 一 组 基 ( 即 使 它 的 构造 
在 定理 1 的 证 明 中 没有 被 确定 ). 
我们 来 研究 两 组 基 (oz aa) 与 (af 二 ) 之 间 的 关系， 由 于 (ol， 
as) 是 一 组 基 , 故 存在 整数 a, 3,c, a, 使 得 . 
2 = wt O01, 
CO 一 Cs 十 dw1. (2) 
最 好 我 们 把 这 两 个 方程 写成 矩阵 形式 
< ab (2 
(直人 
对 于 复 共 斩 , 同样 的 关系 成 立 , 这 样 就 有 
CS) 0 
oo 人 0 1 01 
由 于 (4, ow%) 也 是 一 组 基 , 所 以 类 似 地 得 到 . 
wa Wa a 0 ws 2 
人 0 
其 中 o Do 为 整数 . | 
从 (3) 和 (自得 
Wa (Oa CI/ ) ")(® 2 (5) . 
(® 2” -人 a’ ( 1 OL ” 
这 里 行列 式 wa 一 los 六 0， 因为 不 然 的 话 , 模 中 任 两 数 之 比 将 为 
实数 ,这 与 假设 蔬 盾 ,行列 式 *0 的 矩阵 必 有 逆 , 如 果 用 C 2 
的 逆 去 乘 (5)， 就 得 到 


gb'\i/ab\ /1 ") 
(, z)( -人 1J 
生 阵 ( 5 ， | 玉 浊 逢 了 特别 是 , 它们 的 行列 式 必 须 满 


obl 
ou 


zs 


a’ b’ 
od 
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而 由 于 两 个 都 是 整数 , 所 以 必 有 
wb -| -1 
od oo ” 
形 如 (23) 的 线性 变换 如 具有 整 系数 ， 且 行列 式 等 于 土 1， 则 这 
样 的 线性 变换 称 为 是 么 模 的 .我 们 已 经 证 明了 ， 
同一 模 的 任 两 组 基 由 一 么 模 变 换 相 联系 . 


图 7-1 周期 机 
几何 上 ,自然 要 考虑 由 一 组 基 (wi, os) 张 成 的 平行 四 边 形 在 
模 的 所 有 数 形成 的 点 阵 中 的 关系 .图 7-1 表示 同一 模 的 两 组 基 . 
注意 , 两 个 平行 四 边 形 有 相等 的 面积 . 
应 当 指 出 ， 勾 模 和 矩阵 ,或 对 应 的 线性 变换 , 形成 一 个 群 ， 称 为 
模 群 . : 


” 2.3 典型 基 


在 型 的 所 有 可 能 的 基 之 间 ， 可 以 抽出 几乎 是 唯一 的 一 组 ， 称 
为 典型 基 ， 使 用 这 样 一 组 特殊 的 基 , 并 不 总 是 必要 的 , 甚至 也 不 是 
值得 想 望 的 , 但 重要 的 是 要 知道 它 是 存在 的 ， 除了 一 些小 的 调整 
之 外 , 它 将 是 定理 1 证 明 过 程 中 引进 的 基 ， 
定理 2 存在 一 组 基 (ey 2), 使 得 比 T= oa/ om 满足 下 列 条 
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。 其中 正 负 号 应 取得 与 4 一 bo 相同 . 


忻 : (DImz>0; iD 一 闻 < Rer<3, Gin |z | 宇 1，(iv) 如 果 
15| -了 则 Re r>>0， 比 值 由 这 些 条 件 唯一 确定 , 而 有 二 个 、 四 


个 或 六 个 对 应 的 基 可 供 选择 z 

证 ”如同 在 定理 荆 的 证 明 中 一 样 , 选 oi 与 oa 则 |oi| 委 |os|， 
jos 过 |oas+os|, 且 |os| 和 |joas 一 oa|， 用 表示， 这些 条 件 就 等 
价 于 |r|>I 和 |BRer|< 二 .如 果 Imr<0, 则 用 (一 ou oo) 代替 
Cr wa)， 这 使 得 mr>0， 但 不 改变 Rer 的 条 件 ， 如 果 Bez 一 
一 可 ， 则 将 基 换 为 (oli，oi 十 aa) ， 而 如 果 [zj 一 1 Rer 一 0, 则 将 基 
为 (一 wa, oa 经 过 这 些小 的 改动 之 后 , 所 有 的 条 件 都 得 到 满 
足 . | 

几何 上 ,条 件 (了 至 (iv) 表示 点 7 位 于 图 7-2 所 示 的 那 一 部 分 
“上 复 平面 中 。 它 由 圆 |7| = 工 和 铅 直线 Ber 一 土 也 图 成 , 但 只 包括 


边界 的 一 部 分 , 虽然 这 集 不 是 开 的 ,但 称 它 为 么 模 群 的 基本 区 域 . 
我 们 已 经 看 到 , 最 一 般 的 基 的 变换 是 由 和 % 模 变换 实现 的 变换 
如 果 新 的 比 是 *， 则 
‘artb 
7 i ’ (6) 
其 中 ad 一 5e 二 二 4 经 过 简单 的 计算 ， 
得 到 


tIm 
Im 7’— Ta (7 


假设 + 和 7 都 位 于 基本 区 域 中 ， 
我 们 来 证 明 , 这 时 它们 必 相 等 。 首先 I | 
注意 到 , 在 (7) 中 成 立 的 是 正 号 , 因此 
ad 一 bce~1， 其 次 , 由 于 Tz、v 是 对 称 全 72 7 了 而， 
的 ， 故 不 妨 假设 Imr'>Imr， 于 是 从 (7) 可 知 |crt+a|<1. 但 e 
与 0 都 是 整数 ,所 以 要 这 一 不 等 式 成 立 ,只 有 极 少 几 种 可 能 . 
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一 种 可 能 是 c=0, = 十. 关系 aod-be=1 化 为 cd=1, 而 
由 于 a 与 4 都 是 整数 , 所 以 或 者 a~d 一 1, 或 者 4 一 4 一 一 1. 方程 
(6) 变 为 一 5 土 3, 由 条 件 Gi) 可 知 15| = 1Bew 一 Rer|< 工 因此， 
由 于 5 是 整数 ,有 5=0, z==7. 

现在 假设 co 关 0， 条 件 |z+d/c| <1/1c| 蕴涵 着 1c| 一 1 因为 


如 果 |o| >>2， 那 末 点 * 到 实 轴 的 距离 将 < 亏 ， 这 显然 不 可 能 , 因 


为 基本 区 域 中 到 实 轴 最 近 点 的 距离 是 V 3 /2. 这 样 就 有 |* 土 @| < 
1, 看 一 下 图 7-2 就 知道 这 只 能 在 4=0 或 4= 土 1 时 出 现 . 不 等 式 
|* 十 站 < 工 决 不 能 满足 ， 因 为 点 ezrys 不 在 基本 区 域 中 , 而 不 等 式 
1z 一 |<1 仅 当 z~e™Ws 时 成 立 ， 在 后 一 种 情况 下 ,|cr 十 a| = 
于 是 由 (7) 可 知 Imv ~Imz, 因此 , 由 基本 区 域 的 形状 知 一 7. 
现在 只 剩 情 形 g=0, |c| 1. 条 件 |r|<1 连同 (ii) 表明 


|z|=1, 从 bo~ 一 1 可 知 5/c~ 一 1 上 且 v 一 圭一 土 = 十 6 一 -4 所 


以 Rev 十 7?) 一 土 4, 而 由 ( 记 知 , 这 仅 当 a~0 时 才 可 能 , 在 a=0 
时 = 一 1/z， 于 是 与 (iv) 蔬 质 ,除非 7 一 v 一 i 

我 们 证 明了 ~ 是 唯一 的 ， 典 型 基 (wi oa) 总 可 以 换 为 (一 ou 
一 om). 为 要 其 他 的 基 具 相同 的 r, 必须 而 且 只 须 * 是 勾 模 变换 
(6) 的 一 个 不 动 点 .这 只 在 一 ?或 一 enys 时 出 现 ; 前 者 是 一 1/s 
的 一 个 不 动 点 ， 后 者 是 一 (r+1)/7 与 .一 1/(z+1) 的 不 动 点 .这 
些 就 是 定理 中 考虑 到 的 多 重 选择 


2.4 椭 贺 函数 的 一 般 性 质 


下 面 , f(x) 表示 一 个 亚 纯 函 数 , 它 容许 以 基 (wwz, ev) 为 周期 的 
MM 中 包含 所 有 的 数 . 我 们 不 假设 基 是 典型 的 ， 也 不 要 求 以 包含 
全 部 周期 . 

为 方便 计 , 我 们 称 入 迭 合 ( 同 余 ) 于 sg, 记 为 和 =zsa(mod MM)， 
如 果 差 j 一 za 属于 人 ,有 即 包 一 各 十 Pi 十 tra009， 基 数 了 在 各 个 迭 合 
的 点 上 取 同 一 值 , 因而 可 把 了 看 作 同 余 类 上 的 一 个 函数 .使 用 这 
一 任 质 的 一 个 具体 方法 是 把 西数 限制 在 一 个 平行 四 边 形 PP。 - 上 ,这 
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四 边 形 的 顶点 是 4&, 4 十 @i, 4 十 ws, a + 01 + 0s. 使 用 这 个 平行 四 
边 形 , 包括 它 的 一 部 分 边界 , 就 可 以 把 每 一 同 余 类 恰好 用 Ps 中 一 
点 来 表示 , 于 是 了 由 它 在 Ps. 上 的 值 完 全 确定 。 至 于 a 的 选择 , 那 
是 无 关 紧 要 的 , 我 们 留 着 让 它 自 由 取 定 , 以 便 做 到 使 了 在 Ps 的 边 
界 上 没有 极点 . 

定理 3 .一 个 没有 极点 的 本 圆 函数 必 是 常数 . 

如 果 jf( 信 没有 极点 , 则 它 约束 在 Ps 的 闭 包 上 ,因而 在 整个 平 
面 内 是 有 界 的 。 由 Liouville 定理 (第 4 章 第 2.8 节 ), 它 必 化 为 党 
数 . . . 

由 于 诸 极点 没有 聚 点 ,所 以 在 Ps 中 只 能 有 有 穷 个 极点 ， 当 我 
们 说 一 个 椭圆 函数 的 极点 时 ， 是 指 互 不 迭 合 的 极点 全 体 所 成 的 一 
个 完全 集合 ， 重 数 按 通 常 方 式 计数 ， 

定理 名 一 个 椭 贺 函数 的 留 数 之 和 为 零 ， | 

我 们 可 以 这 样 选取 a, 使 得 没有 一 个 极点 落 在 P, 的 边界 上 ， 
如 果 边 界 9P。 是 以 正方 向 描 出 的 ， 则 在 :Ps 内 的 极点 上 的 留 数 之 
和 等 于 


ge fl ). 
由 于 卫 有 周期 of.os， 政 积 分 等 于 零 , 因为 沿 了 行 了 四 边 形 对 边 的 积 
分 互相 抵消 . 

作为 这 定理 的 一 个 推论 ， 不 存在 只 有 一 个 单 极点 的 精 圆 函 
数 ， 

定理 5 一 个 不 等 二 党 的 要 ， 有 多 外 人 学 点 , 识 有 多 
” 少 个 极点 . 

f 的 极点 和 零点 都 是 六 /f 的 单 极点 ; 而 f/f 本 身 是 一 个 椭圆 
函数 . 重 数 是 六/f 的 留 数 , 零点 的 为 正 , 极点 的 为 负 。 于 是 定理 
即 可 由 定理 4 推 得 . 

如 果 c 是 任 一 常数 , 则 f(z) ~*e 与 f(z) 有 相 辣 的 极点 。 因 此， 
听 有 各 个 值 都 取 相 同 多 的 次 数 ， 方 程 f (x) 一 。e 的 不 重 选 的 根 的 个 
数 称 为 顶 圆 函数 的 阶 。 
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定理 6 一 个 燃 圆 函数 的 零点 01，…, a 与 极点 嫩 ,，…,，b, 沙 
旦 关系 
Qi 十 十 Qn 三 901i 十 十 所 (mod 人 ), 
为 证 明定 理 , 考察 积分 
1 <f'(%) 
Dd ) sp, f(z) qd, (8) 
这 里 我 们 仍 可 假设 在 边界 上 没有 极点 或 零点 ， 根 据 留 数 定理 ,只 
要 选取 代表 性 的 零点 和 极点 都 在 Po 的 内 部 ， 积 分 就 等 于 ai 十 和 … 
tan— Di — 6 考察 从 4 到 ge 二 ol 以 及 从 ec 十 as 到 4 十 wi 十 wo 
的 边 ， 沿 这 两 边 的 积分 的 对 应 部 分 可 以 写成 
1 GF wi ot+wt ws sf’ (8) 时 ty G+ f(z) 
sl], -| ) f(z) oe pr f(z) de. 
-除了 因子 一 as 之 外 , 右 端的 积分 表示 当 2 从 a 变 到 4 十 wt 时 (2) 
所 摘 的 闭 曲 线 环绕 原点 的 环绕 次 数 . 因此 它 必 是 一 个 整数 .对 另 
一 组 对 边 ,情况 相同 。 所 以 (8) 的 值 有 形式 max 十 rawa, 定理 得 


3 Weierstrass 理论 


最 简单 的 补 贺 函数 是 二 阶 和 的 ， 这 样 的 函数 或 者 有 一 个 二 重 极 
点 ， 留 数 为 零 ; 或 者 有 两 个 单 极 点 ， 有 相反 的 留 数 ， 我 们 将 介绍 
Weierstrass 的 经 典 例子 , 他 选择 一 个 具 二 重 极点 的 函数 作为 系统 
研究 的 出 发 点 ; 


8.1 Weierstrass 天 函数 


我 们 可 把 极点 放 在 原点 ， 而 且 由 于 乘 上 一 个 常数 因子 显然 无 
关 紧 要 ， 所 以 可 要 求 奇 部 为 *-*， 如 果 上 是 酉 圆 函数 ,并 且 在 原点 
和 它 的 迭 合 点 处 只 有 这 一 个 奇 点 , 那 末 容易 看 到 , f 必 是 一 个 侦 函 
数 . 事实 上 ,je) 一 A( 一 2) 具 有 相同 的 周期 ,而 没有 奇 点 。 所 以 它 
必 化 为 一 常数 , 令 :一 ox/ 2， 就 知 这 常数 是 志 ， 
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因为 可 以 随意 加 一 个 常数 ， 所 以 在 原点 附近 的 Lanrent 展开 
中 ， 可 选 常数 项 为 零 ， 经 过 这 一 规格 化 以 后 , f(s) 就 是 唯一 确定 
的 , 习惯 上 用 一 特殊 的 记号 多 (人 表示 ，Laurent 展开 具有 形式 

D2) 一 信 2 十 Gd22 十 Cao 十 

到 此 为 上 这 都 是 假设 性 的 ， 因 为 我 们 尚未 证 明 具 有 这 一 展开 
式 的 椭圆 函数 是 否 存 在 .在 这 样 的 情况 下 , 我 们 将 遵循 通常 的 方 
法 ， 即 在 假设 存在 的 前 提 下 导出 一 个 显 表 示 式 。 我 们 的 思路 是 用 
第 5 章 2 节 的 方法 展 成 部 分 分 式 ， 目的 是 要 证 明 公式 


FW- 于 + 加 (太古 ) (9) 
其 中 和 式 取 遍 所 有 四 一 和 ooi 十 9aas, 但 0 除外， 注意 , (一 @) 是 
在 四 处 的 奇 部 , 而 减 去 o ”是 为 了 保证 收敛 性 
我 们 的 第 一 个 任务 是 验证 级 数 收敛 . 不妨 设 io|>2|s|， 则 
由 直接 估计 , 得 
| 1 1 || 0 2) | 101s| 
(g—w0)” 0 GO202 一 0) | * 


所 以 级 数 在 任 一 紧 致 集 上 一 致 收敛 ,只 要 
> 


ol 
事实 上 ， 情况 确实 如 此 . 因为 oxy oz 不 是 实数 ， 所 以 存在 一 个 
b>>0, 使 得 | (mwi 十 mawa| 之 b(nmz| 十 |na|) 对 所 有 实 的 数 对 (nz, ma) 
成 立 ， 如 果 只 考虑 整数 , 则 有 和 对 (ma, ma) 适合 na| 十 [na| 一 n. 
这 给 出 


一 一 ”一 co. 


lol "<4 Sn’<o. | 


”下 一 步 是 证 明 (9) 的 右 端 具有 周期 mw 与 wa。 直接 验证 相对 
来 说 是 麻烦 的 。 改 用 如 下 办 法 ,暂时 令 


7GO -证 + 肌 (Ca 让 )， a 


逐 项 导 微 , 得 
JJ=- 志 一 习 


WO0 (2 一 中) 


| 
一 一 2 之 (GG) 
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最 后 一 个 和 式 显 然 是 双 周期 的 . 所 以 Fe 十 om 一 /区 与 jz 十 oa) 
一 f(z) 都 是 常数 .由 于 f(z) 是 偶 函 数 ( 从 (10) 看 出 ), 所 以 只 要 取 
z= 一 w1/2 及 2 二 一 wa/2 就 可 得 出 这 些 常数 都 是 零 ， 这样 就 证 明 
”了 了 具有 所 说 的 周期 . 

现在 得 知 儿 (2) 一 f() 是 一 常数 ,但 根据 在 原点 的 展开 式 的 形 
式 可 知 这 常数 是 零 . 从 而 证 明了 多 (8) 的 存在 , 并 证 明了 它 可 用 
级 数 (9) 表 示 . 为 便于 参考 ， 我 们 写 出 重要 公式 


FW) 2D Ty (11) 


3.2 西数 C4(2) 与 9(2) 


“由 于 多 (具有 零 留 数 ,所 以 它 是 一 个 单 人 函数 的 导数 ， 习 惯 
上 把 多 (2) 的 反 导数 记 为 -Ce)， 并 加 以 规格 化 , 使 它 是 坷 函数 ， 
应 用 (9), 便 得 到 显 表达 式 


5 人 -本 + 加 ( 二 + 二 总 ) (12) 


wz0 


收敛 是 显然 的 ， 因 为 除了 项 工 外 沿 着 任何 一 条 不 通过 各 极点 的 


路 径 从 0 到 2 积分 ,就 得 到 新 的 级 数 . 
显然 5(o) 满 中 条 件 
i) 一 十 轴 《+om 一 5 二 oo 
其 中 办 与 加 均 为 常数 ， 它 们 与 ov as 有 一 非常 简单 的 关系 .为 
导出 这 关系 , 我 们 任 取 一 个 a0, 并 注意 到 , 由 留 数 定理 有 


| Lod. 


2 rz 
这 积分 是 容易 算出 的 ， 只 要 将 沿 着 平行 四 边 形 两 组 对 边 的 部 分 相 
加 即 避 , 从 而 得 到 方程 

11009 ~— Mot1—= 2 me, 
| 称 为 Legendre 关系 。 
只 要 我 们 用 一 个 指数 函数 来 消除 多 值 性 ， 积 分 还 可 进一步 作 
出 。 正 象 我 们 可 以 直接 验证 的 那样 , 乘积 
。274。 


0 (2) =% (1- 二 ) er/ ota) (18) 

收敛 并 表示 一 个 整 函 数 , 它 满足 

jc 一 
公式 (18) 是 ck2) 的 一 个 典型 乘积 表示 ， 

当 2 换 为 ZT 或 :十 as 时 ， o(%) 如 何 变 化 ? 从 

G+) _ oe) 
Tet 

立即 可 知 GZ 十 ad) 一 Co (2) erms, 
其 中 Ca 是 常数 .为 确定 这 常数 ， 注 意 Go (2) 是 一 个 奇 函 数 . 令 
zs 一 一 wi/2, 就 可 确定 Ca 的 值 ,而 oC%) 满 足 


OZ) = —0(2)er "to, 
CCz 十 oa) 一 一 C(2) emsto/D, 


(14) 


习 题 


1， 试 证 明 任 一 具有 阅 期 01, os 的 偶 椭 贺 函 数 可 以 表 成 形式 : 


R83) — Pa) 
0 SES (CO= 一 常数 )， 


只 要 0 既 不 是 零点 , 也 不 是 极点 ， 如 果 函 数 在 原点 或 者 等 于 零 , 或 者 变 为 天 
穷 , 问 对 应 的 形式 如 何 ? 
2、 试 证 明 任 一 具 周 期 ou ws 的 机 加 函数 可 以 写成 


ar(2 一 Qz) yy 
U -sto.) (C= 常数 ). 


[提示 ， 用 (14) 及 定理 6.] 


3.3 微分 方程 


用 公式 (12) 容 易 导 出 (2) 在 原点 的 Laurent 展开 , 然后 经 过 
导 微 就 得 到 多 (z) 的 对 应 展开 式 . 首先 我 们 有 
gs 9] 从 他 人 


对 所 有 周期 求 和 ,得 
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£0) = Dm 


1 
Gy = > oar 四 


注意 , 由 于 《是 一 个 奇瑞 数 , 所 以 各 周期 的 奇 次 窒 的 对 应 和 为 零 ， 
因为 


其 中 


Pe) = —L (8), 
我 们 进一步 得 到 


四 一 二 十 SD Qh—1) Gwe. 


在 下 面 的 计算 中 ,我 们 只 写 出 一 些 有 效 的 项 , 应 当 理 解 ,省略 
的 项 都 是 高 阶 的 ; 


8 全 一 吉 十 8Gop 上 5Gszs 十 .， 


Z/( 人 办 = 一 -2 6Gas 十 20Gazs 十 … 
2 


4Z(ojs 一 条 + 3 9 +60Gs+ 


60GsP (0) =— oo +. 
从 最 后 三 行 得 
P02 4B HO GP = —140 G04 
这 里 左 端 是 一 个 双 周 期 函数 ,而 右 端 没有 极点 ， 所 以 得 到 
P's) 4B 60G3F (2) —140 Gs. 
习惯 上 令 ga 一 60 9s， gs 一 140 Ga， 因而 方程 变 为 
4B) gp) go. (15) 
这 是 % 一 乡 人 ) 的 一 个 一 阶 微分 方程 它 可 用 下 列 公式 明显 
地 解 出 ; | 


网 ， 
MV 4 08 — gw — gs 


这 表明 多 (z) 是 一 个 权 圆 积分 的 道 。 更 确切 地 说 , 这 种 联系 由 下 列 
a276，。 ” 


恒等式 表示 ， 有 
本 4 — ga — gs” 
其 中 , 积 分 路 径 是 一 条 从 2o 到 % 而 不 过 乡 (2) 的 替 点 和 极点 的 路 
径 在 多 2) 下 的 象 , 平方根 前 的 符号 应 取得 使 它 实 际 等 于 名 (2). 
这 里 应 当 提 醒 一 下 ， 我 们 在 联系 到 和 矩形 和 某 些 三 角形 的 共 形 
映照 (第 6 章 第 2 节 ) 时 已 经 过 到 过 椭 贺 函数 与 椭圆 积分 之 部 的 
关系 


习 题 


Weierstrass 冰 数 满足 很 多 恒等式 ,这些 恒 等 式 最 好 放 在 习题 中 处 理 ， 它 
们 的 证 明 , 或 者 通过 两 个 具有 相同 极点 与 零点 的 椭 园 函数 的 比较 ( 当 涉 及 o- 
函数 时 ), 或 者 通过 具有 相同 奇 部 的 构 圆 函数 的 比较 ( 当 涉 及 2 函数 与 函数 
时 ) 来 进行 。 下 面 的 一 系列 公式 是 这 样 安排 的 ， 即 我 们 只 需要 借助 于 这 人 一方 
法 一 次 ， 

i. 

az) — PW) = — 于 (16) 

《用 (14) 证 明 右 端 是 # 的 一 个 周期 函数 ， 比较 Laurent 展 式 来 确定 冬 法 
常数 .) 

2. 


Tey Ott 2). (17) 
”《 取 对 数 导 数 , 从 (6) 推 得 .) 
3, 
Lt 一 Ls)+50D+ 抒 二 (18) 
(这 是 (17) 式 的 一 个 对 称 化 形式 ,》 
生 ， 多 函数 的 加 法 定理 . 
Pp 四 一 一 2 的 -GO 十 工 I (19) 


OR 多 "(2) 的 公式 2"'(z) 可 用 (5) 来 消去 , 因由 
《15) 得 9"(2)==6 9 一己 对 称 化 后 即 得 (19)。 注 意 ,这 是 一 个 代数 加 法 
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定理 ,因为 2 (8) 与 2 (Ww) 可 以 通过 2(s) 与 8 代数 地 表 出 ,) 


5. 证 明 (20) -3 (SS ) -2z(o). 
6。 证明 2'(8)= 一 oC32)/o(2)4, 
PF(#) (的 1 
7, 证 明 PY) 2' (Ww) 工 | 一 0. 
Slg+u) 一 多 CU 二 区 1 
3.4 模 函 数 入 (z) 
微分 方程 (15) 也 可 写成 


D2) = dPE) 0) (FP) 62) (PPL) _o), (20) 
其 中 et ea ea 是 多 项 式 4o8 一 gow 一 gs 的 根 . 

为 求 出 ex 的 值 , 我 们 来 确定 乡 '(z) 的 零点 。 多 (3%) 的 对 称 性 和 
周期 性 蕴涵 着 多 (@ 一 四 一 多 (z)， 因 此 多 (i 一) 一 一 幼 '(%), 从 
此 得 到 2 史 '(ox/2) =0。 类 似 地 ， 儿 wa/2) 一 0， 还 有 用 《oa 十 
as)/2) 一 0， 数 ox/2，oa/2 与 (os 十 os)/2 是 互 不 同 余 的 模 周 期 ， 
所 以 图 ' 恰好 有 三 个 零点 ,而 多 ' 是 三 阶 的 ， 所 以 所 有 零点 都 是 单 
重 的 . 与 (20) 比 较 即 知 ,可 令 . 

GPF), er= FW3/2), Gs= Pt)/2). (21) 

此 外 ,极为 重要 的 是 , 这 些 根 都 是 相 异 的 ， 事实 上 , 多 (z) 以 重 
数 2 取 每 一 值 os, 如 果 ex 之 中 有 两 个 相等 , 那 末 该 值 就 要 被 取 4 
次 ,这 与 多 是 二 阶 的 事实 矛盾 . 


如 果 在 多 的 的 定义 (9) 中 代入 一 各， 学 及 生生 立 


即 看 到 6% 都 是 ou ws 的 一 2 阶 齐 次 式 (换言之 , 如 果 周 期 乘 以 5 
则 w 乘 以 太 沁 ， 因 此 , 量 


NT) ~ ee (22) 


只 依赖 于 比 r= aa/ol， 这 已 由 我 们 的 雇 法 指出 从 (9) 非 常 清楚 ， 
和 (中 是 上 半 平 面 Inar>0 中 的 两 个 解析 函数 的 商 ， 由 于 % 关 ea, 所 
以 它 是 真正 解析 的 ， 而 不 仅 是 亚 纯 的 ; 由 于 @az ea, 它 决 不 等 于 0， 
又 因为 寻 ze 它 决 不 等 于 二。 

as NB。 


我 们 来 详细 研究 一 下 对 z 的 依赖 性 。 如 果 各 周期 都 笃 受 么 模 
变换 
四 2 — wa Dev, (28) 
1 = Cw9 + dvs, 
那 未 首先 ， 纪 函数 在 这 变换 下 并 不 改变 ， 所 以 , 考虑 到 (20)， 根 曙 
至 多 可 以 置换 .我 们 来 看 一 下 实际 情况 究竟 如 何 ， 从 (23) 显 然 可 
元 ,如 果 &4 三 4 二 1(mod2), 8 二 c 寺 0(mod2), 那 玉 @1/2 三 wj/2 利 
” az/2 二 oa/2。 在 这 一 条 件 下 ,ex 并 不 改变 , 因而 证 明了 


了 ( =(。 1 jamoaa)， ~( rt) Nr). (24) 

满足 (24) 中 同 余 关系 的 变换 ， 组 成 模 群 ( 见 2.2 节 ) 的 一 个 
子 群 , 称 为 同 余子 群 mod2. 方 程 (2 人 断言 ,A(7) 在 这 一 子 群 下 是 不 
变 的 。 一 般 ， 如 果 一 个 解析 函数 或 亚 线 函 数 在 线性 变换 组 成 的 群 
之 下 保持 不 变 , 则 称 它 是 一 个 自 守 函数 、 特 别 , 如果 一 个 函数 是 关 
于 模 群 的 一 个 子 群 的 自 守 函数 , 则 称 它 是 一 个 模 函 数 (或 柱 圆 模 机 
数 ). 

我 们 还 需要 确定 (7) 在 一 个 不 属于 同 余子 群 的 模 变 换 下 的 性 
态 .只 要 分 别 考虑 mod2 同 余 于 ( 1 与 4 , 的 矩阵 就 够 了 ， 
因为 其 他 的 类 型 都 可 由 这 些 矩 阵 合成 。 在 第 一 种 情况 下 , 我 们 得 
到 /2 一 (@4T03) /2 与 ol/2=w1/2, 这 意味 着 6 与 6s 互 换 而 
el 保持 不 动 , 因此 入 变 到 (es 一 6s)/ (61 一 8) = 和 %/(% 一 1)， 在 第 二 种 
情形 , @2/2 = w1/2, 1/2 = wa/2, 因而 61 与 6 互 换 而 入 变 到 
1 一 X。 代 表 的 变换 是 ?>+ 十 1 和 > 一 1/r， 我 们 看 到 Cr) 满足 
函数 方程 


setD -FT -3)1A). (25) 


3.5 和 Cz) 所 作 的 共 形 映照 


为 方便 起 见 ， 下 面 我 们 使 用 规格 化 wx Oo 一 T， 在 周期 的 
这 一 选择 下 , 从 (9) 和 (21) 得 


sa 。 


《26)， 
其 中 ， 二 重 级 数 都 是 绝对 收敛 的 。 首 先 我 们 看 到 ， 当 5 为 纯 虚 数 
时 ,这 些 量 都 是 实 的 (这 对 单独 的 o 也 是 对 的 ). 事实 上 , 当 将 z 换 
为 一? 时 ,除了 项 的 次 序 重新 排列 之 外 ， 和 保持 不 变 . 所 以 入 (?) 
在 虚 轴 上 是 实 的 . 


由 于 (5 1 ) 属于 同 余子 属 mod2, 放 有 (r+2) 一 MD) 次 


言 之 , 和 有 周期 2。， 在 第 2 节 中 已 经 看 到 , 这 意味 着 和 (7) 可 表 为 
e™r 的 函数 ， 确 定 其 ourier 展开 是 不 难 的 ， 但 我 们 只 需 证 明 当 
Imr->co 时 , 和 (7) 一 0. 


为 计算 (26), 先 对 mm 和 A 


Sin2 qr% Ey CG— my) a 


(第 5 章 2.1 节 (9)) 明 显 地 求 出 ,我 们 立即 得 到 


i 
n= cos? CE sin? Ty) 
2 之 一 了 一 -二 
(= 7 gin? ~( - 豆 ) ， 
因为 |eosnorr| 及 jsinwerr| 可 与 ea 比较 ,级 数 对 mm 一 十 co 和 
% 一 一 co 都 是 快速 收敛 的 ,对 Im zy>3>0, 收敛 是 一 致 的 . 
现在 就 可 还 项 取 极 限 ， 得 到 63 一 6 一 (0， ed 一 6 一 只 《从 mw%=0 
的 项 ) ， 因 此 , 当 HEmr>coe 时 ,关于 的 实 部 , 一 致 地 有 X(r) 一 0. 
由 (25) 的 第 二 式 还 推 知 , 当 Y 沿 虚 轴 趋 近 于 0 时 和 (7)->1, 
我 们 还 需要 知道 , 与 or" 相 比 , (7) 趋 于 零 的 阶 ， 从 (27) 可 
.80 。 


(27) 


知 ,es 一 ea 中 的 首 项 是 对 应 于 n=0 和 m= 工 的 项 ， 这 些 项 的 和 是 
4emtT A4er 
ry 

从 此 得 到 , 当 Imr-> co 时 ， 
ACv)e ">16. (28) 

在 图 7-8 中 , 域 人 9 由 虚 业 .直线 Ro 一 1 和 加 7 一 去 | ~ 去 图 
成. 变换 * 十 工 将 虚 得 跌 成 Rev 一 卫 而 1 一 二 将 Rer= 工 喘 成 

| 1| 1 

由 于 \( 必 在 虚 轴 上 是 实 的 , 帮 由 (25) 知 , 它 在 人 Q 的 整个 边界 上 是 
实 的 .又 ,在 日 内 部 , 当 7->0 时 入 (rz) 一 4, 而 当 人 =z 一 1 时 ， A(T)—> 


Co 
bd 


一 站 0. 
图 7-3 多 9-4 和 (四 的 基本 区 上 

我 们 用 幅 角 原理 来 确定 A(z) 在 9 内 取 非 实数 值 we 的 次 数 . 
用 水 平 线段 Imr= 如 和 它 在 变换 一/r 与 1-1/r 之 下 的 象 (这 
些 象 都 是 切 于 实 轴 的 圆 ) 割 去 2 的 隅 角 。 对 于 充分 大 的 如 在 被 
割 去 的 那些 部 分 中 , 显然 有 X(z) 二 oo。 靠近 = 工 的 圆 被 X(r) 映 
成 一 曲线 入 == 和 C1 一 4/ 四) =14 一 14/ 和 A(T)， 其 中 人 =s 二 io, Os 寺 1; 
由 于 (28) ,这 近似 地 是 上 半 平 面 中 的 一 个 大 的 半圆 ， 现 在 很 明显 ， 
挖 去 了 隔 角 的 域 0 的 围 道 的 象 绕 wo 的 环绕 次 数 ， 当 Im20>0 时 
是 二 而 当 Imwo<0 时 是 0。 结 果 , X(z) 在 Q 内 取 上 半 平 面 中 的 
。 S81 。 


每 一 个 值 恰 好 一 次 , 但 不 取 下 半 平 面 中 的 信 . 这 也 足以 保证 (wy 
在 品 的 边界 上 是 单调 的 事实 上 , 如 果 不 是 这 样 , 那 末 导数 入 (5) 
将 在 一 个 边界 点 处 等 于 零 ， 而 要 把 该 边界 点 的 一 个 完全 半圆 形 的 
” 邻 域 映 入 上 汗 平 面 就 将 不 可 能 . 

定理 7 滨 卫 数 Cs) 实现 将 志 0 喘 成 上 半 平 硬 的 一 对 一 并 


0 


0 

设 习 是 关于 虚 轴 的 对 称 域 ， 通 过 反射 ,将 好 映 成 下 半 平 
面 ,这 样 , 2’ 与 一 起 对 应 于 整个 平面 ,但 点 0 与 革除 外 ， 

我 们 还 要 证 明 
价 于 互 UG' 中 的 恰好 一 点 。 

参看 图 7-4. 希望 读者 验证 , 域 4 用 织 性 变换 ,一 4/5,75 一 荆 
(一 丰 ，(z 一 了 /5 wv/ 红 一 候 映 成 图 中 阴影 的 区 域 , 这 些 变换 依 
次 记 为 ,59，…，5e， 反 变换 871C% 一 1，…,6) 的 箱 阵 依次 为 


10 0 一 二 i111 
(032) (1 0) (02) 
1 一 ! 0 1\ /10 
Re 

不 难看 出 ,每 一 个 么 模 矩 阵 恰好 与 其 中 之 一 同 余 mod 2 在 这 个 意 
义 下 ， 二 述 这 些 外 阵 组 成 互 不 同 作息 阵 的 一 个 完全 集 。 对 于 变换 
Sb 一 二 …，6)， 和 情况 完全 相同 , 这 里 8 把 4 映 成 图 中 无 阴影 的 
域 (把 它们 号 出 来 的 工作 久 给 读 才 》 4 与 4' 的 总 共 二 个 象 一 起 

覆盖 集 QU9' ( 闭 包 应 当 对 于 开 的 半 平 面 取 ).- 
设 5 是 上 半 平 画 中 的 任 一 点 . 集 4U 可 以 认为 与 图 7-4 中 
的 阴影 区 域 的 闭 包 一 致 ， 因 此 ,根据 定理 2, 存在 一 个 模 变 换 5， 
使 得 Sz 位 于 4U 4 中. 先 设 Sr 是 在 了 中 .我 们 知道 8 的 扯 阵 
与 一 个 吕 : 的 矩阵 同 余 mmod2， 由 此 可 知 , T= Bu8 的 矩阵 与 单位 
和 矩阵 同 余 ， 换 言 之 , 了 属于 同 余 子 群 ， 由 于 Sr 位 于 了 中 , 故 知 
了 rmSr8 风 位 于 0U 可 中 ， 若 SzE 了 ,可 用 同样 的 推理 ， 这 样 ， 
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总 有 一 个 在 看 UD 中 ,显然 它 它 可 以 取 在 QUQ' 中， 
唯一 性 不 难 从 下 列 事实 推出 , 5% 以 及 全 是 互 不 同 余 的 ， 细 
节 留 给 读者 。 


习 是 


证 明 函 数 
4 (1 和)298 
"0 
关于 整个 模 群 是 自 守 的 ， 它 在 什么 地 方 取 值 0 与 卫 重 数 为 何 ? 证 骨 
T(r) 一 和 (elea3 十 eaes 十 eae1)8 


™ Care (es—ea) es oe 


还 要 证 明 yo 将 图 7- 生 中 的 域 4 映 成 一 个 半 平 面 。 


ea283。 


第 8 章 整体 解析 函数 


1 解析 延 拓 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 曾经 强调 , 所 有 函数 都 必须 是 确切 定义 了 
的 , 因而 是 单 值 的 ， 至 于 象 lg 与 V 2 等 函数 , 并 不 能 用 它们 的 
解析 表达 式 唯一 地 确定 , 因此 要 专门 化 一 些 力量 ,借以 说 明 在 适宜 


” 的 场合 , 可 以 选 定 一 个 单 值 的 分 支 ， 这 一 观点 解决 了 逻辑 上 明确 


性 的 需要 ， 但 是 它 并 没有 论证 对 数 或 平方 根 的 含义 不 明正 是 一 个 
不 能 被 忽视 的 本 质 特 征 。 因此 , 对 于 强调 而 不 是 回避 多 值 性 的 一 
种 梳 念 就 显然 是 非常 必要 的 了 。 


.1 Weierstrass 理论 


Riemann 偏爱 于 几何 的 观点 ,与 此 相反 ，Weierstrass 想 从 稳 
级 数 概念 来 建立 解析 函数 的 全 部 理论 ， 对 于 Weierstrass 来 说 , 基 
础 的 积木 块 是 一 个 短 级 数 
Plz—C)=g+o(s—L) + tos — "+ 
它 有 正 的 收 伍 半径 7(P), 这 
级 数 的 中 心 一 一 与 复 系数 序列 {ow}? 确定 . 收敛 半径 由 Hadamard 
公式 给 出 : 7(P)-?1 一 Dn]as]M*， 基 本 的 要 求 是 7(P) >0, 因为 只 


有 这 时 短 级 数 才 定 义 贺 盟 一 tlle-t 1<r(P)} 中 的 一 个 解析 
函数 f(z). 

给 定 了 一 点 ED, 函数 /9 在 已 附近 有 maylor 展开 式 
P(z 一 b， 它 在 加 副 DD 中 收 合 , Di 的 半径 7(Pi) 至 少 等 于 
rf(Po) 一 |L 一 5 但 可 以 更 大 ， 新 的 级 数 定义 了 Di 中 的 一 个 解 
祈 画 数 玉 (0), 我们 说 , 它 是 从 fe) 经 间接 名 术 于 拓 而 得 到 的 .了 
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与 及 一 起 定义 了 DUDi 中 的 一 个 解析 函数 ,因为 它们 在 交 DND， 
中 是 相等 的 ， 如 果 Di 不 包含 于 也 中 ， 则 新 函数 是 了 疝 一 个 较 大 
区 域 的 延 拓 , 而 这 正 是 构造 的 目的 。 

这 一 过 程 可 以 重复 任意 多 次 。 在 一 般 情 形 我 们 必须 券 虑 一 列 
等 级 数 Polz 一 4o)，Pile 一 by)，…，Pnk% 一 Ln) 每 一 个 是 前 一 个 的 

直接 解析 延 拓 ， 换 言 之 , 如果 Pp 在 好 和 Ds 中 收敛 于 函 洲 fx, 则 

| Cx EDr_, HE fr= fr_1 € Drs NM Dy. 但 不 能 推出 “fo,，…, fn 在 
DoU DiU…U Ds 中 定义 一 个 单 值 函 数 ， 因 为 如 果 Di 与 一 个 DD。 
相交 ,其 中 广 不 等 于 一 1 与 8 十 二 但 不 能 保证 在 Din Zr 中方 =- 
扩 ， 正 是 这 一 可 能 性 超出 了 严格 意义 下 的 函数 概念 ， 即 在 函数 定 
义 域 的 每 一 点 处 , 函数 只 能 有 一 个 值 。 

只 要 象 上 面 一 样 存在 震级 数 P,P, …，,P。, 就 称 了 是 Po 
的 一 个 解析 延 拓 . Weierstrass 考察 了 可 以 用 解析 延 拓 从 Polz 一 Zo) 
”得 到 的 所 有 等 级 数 了 P(s 一 C)， 这 一 矫 级 数 集 称 为 Weierstrass 意 

一 个 宕 级 数 是 另 一 守 级 数 的 一 个 解析 延 拓 这 性 质 显然 是 一 种 
等 价 关 系 。 在 Weierstrass 意义 下 的 一 个 解析 函数 不 是 别 的 而 是 
关于 这 一 关系 的 一 个 等 价 类 ， 在 这 类 中 初始 震级 数 Po 并 不 处 于 
显著 地 位 。 根本 的 思想 是 ;, 属于 同一 等 价 类 的 两 个 符 级 数 是 同一 
函数 的 不 同形 式 . 


1.2 芽 与 层 


Weierstrass 的 理论 更 多 地 具有 历史 意义 , 因为 限制 于 敌 级 数 
以 及 它 的 收 但 区 域 总 是 一 种 阻力 而 不 是 助力 ， 不 过 ， 应 该 认识 ， 
Woeierstrags 的 思想 仍然 是 我 们 理解 复 解析 函数 论 中 多 值 性 的 基 
_ 础 。 我 们 将 扼要 介绍 一 种 更 直接 的 方法 ， 它 与 支配 近代 多 复 变 函 

数论 的 一 些 高 级 思想 更 为 一 致 、 限 于 本 书 的 篇 己 , 我 们 只 能 借用 
几 个 术语 ， 用 以 简化 某 些 证 明 . 

”定义 于 域 8 内 的 一 个 解析 函数 (2), 构成 一 函数 元 素 (funo- 
tion element), 记 为 v, 0), 若干 函数 元 素 按照 彼此 之 间 指 定 关 


。285 。 


系 组 成 的 集合 谓 之 整体 解析 函数 。 


» 0 1 0 


oo 0 s+ 


如 果 人 站 0 非 空 ， 而 在 Qxnoes 内 方 ( 人 一 Fa 人 2， 更 明确 点 说 ， 
(fa 05) 称 为 (f1, 21) 向 域 2。 的 直接 解析 延 折 ， 向 Q; 的 直接 解 
析 延 拓 不 必 一 定 存在 , 但 如 果 有 这 样 一 个 延 拓 , 那 必 是 唯一 地 确定 
的 。 因 为 ,如 设 (s，Qs) 及 (gs, 9) 是 (fi, 4) 的 两 个 直接 解析 延 
折 ， 则 在 2xnes 内 fs 二 9a, 这 将 导致 在 整个 0 中 了 =g，, 如 
QC 则 ( 户 ， Qi) 的 直接 解析 延 拓 是 (2.)， 

象 在 老 级 数 的 情形 中 一 样 , 我们 考察 链 ( 户 , 20 (Fo, 03),…， 
(jn 9), 使 得 (所 06) 与 (fir, Qers) 互 为 直接 解析 延 拓 , 我 们 
称 (fs 92) 是 (Pi 2:) 的 一 个 解析 延 折 ， 这 就 确定 了 一 个 等 价 关 
系 ， 而 把 等 价 类 叫做 整体 解析 函数 ， 为 便于 印刷 ， 我 们 把 函数 元 
素 (f, 2) 所 确定 的 整体 解析 函数 用 黑体 字 了 表示。 为 使 术语 更 灵 
活 ,我 们 也 把 (f,，0Q) 称 为 上 的 一 个 分 支 (branch). 虽然 (f,Q) 唯 一 
确定 但 反 过 来 不 真 ; 在 同一 Q 上 ,可 以 有 几 个 分 支 . 

很 明显 ， 整 体 解 析 函 数 可 以 和 Weierstrass 意义 下 的 解 术 函 
数 等 同 起 来 , 但 在 一 般 性 方面 儿 乎 无 所 获 益 。 不 过 , 有 一 个 更 富有 
成 效 的 观点 ， 我 们 考虑 ( 户 5 以 代替 ( 户 2), 这 里 是 一 点 而 上 
在 5 是 解析 的 ， 就 是 说 ， 了 在 某 个 包含 “ 的 开 集 内 有 定义 并 且 解 
， 析 ， 两 对 (f1, 5 与 (f2， 82) 等 价 ， 当 且 仅 当 4 一 Ls 且 在 入 的 革 
一 个 邻 域内 用 一 fa， 一 个 等 价 关系 所 应 满足 的 各 条 件 显然 满足 ， 
等 价 类 称 为 芽 (germ), 或 更 明确 些 , 称 为 解析 函数 的 葵 ， 每 一 芽 
确定 一 个 唯一 的 <， 称 为 芽 的 投影 , 我 们 用 记号 让 表示 具有 投影 
的 一 个 芽 . 一 个 函数 元 素 (f, 0) 对 每 一 LEQ 产生 一 个 芽 f 反 
过 来 ,每 一 个 从 包 某 个 Cf, 人) 确定 

读者 当然 会 认识 到 ; 芽 f 可 以 与 对 应 的 收敛 震 级 数 P(2-L) 
等 同 起 来 , 这 就 回 到 了 我 们 的 出 发 点 。 但 是 ,通过 引进 芽 的 概念 ， 
我 们 分 离 出 收敛 老 级 数 的 一 个 基本 的 性 质 , 即 这 样 的 事实 : 两 个 具 
同一 中 心 的 震级 数 是 全 同 的 ， 当 且 仅 当 它 们 在 中 心 的 某 一 邻 域 中 
代表 同一 函数 ， 沿 着 这 一 想法 ， 很 清楚 ， 我 们 完全 可 以 考虑 其 它 
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请 数 类 的 赴 , 例如 连续 函数 的 芽 , 0* 类 函数 的 芽 , 等 等 ， 而 对 于 这 
些 芽 ,与 舌 级 数 的 等 则 就 不 再 可 能 、 虽 然 我 们 主要 感 兴趣 于 解析 
函数 的 芽 , 但 我 们 仍然 要 到 一 个 稍 更 一 般 的 观点 ， 

设 刀 是 复 平面 中 的 一 个 开 集 . 具 LED 的 所 有 芽 企 的 集合 
称 为 了 上 的 一 个 层 (sheaf), 记 为 名 或 go， 如 果 我 们 处 理 的 是 解 
” 析 函 数 的 芽 , 则 go 称 为 刀 上 解析 函数 芽 的 层 ， 有 一 个 投影 映 黑 
mw: 名->D, 它 把 太 映 为 《， 对 于 固定 的 《E 了 ， 原 象 -1(C) 称 为 5 
上 的 荃 (stalk); 记 为 Ge. 

我 们 感 兴趣 于 集 & 是 因为 它 有 二 重 结构 ; 一 个 拓扑 的 ， 一 个 
代数 的 。 首先 ,可 以 把 名 做 成 一 个 拓扑 空间 , 它 使 我 们 有 了 连续 
映照 。 第 二 , 在 每 个 茎 上 , 有 一 个 明显 的 代数 结构 ,因为 到 十 g: 或 
fgz 的 意义 是 清楚 的 ,为 了 简单 起 见 ,我 们 只 注意 加 法 结构 , 用 这 
一 结构 的 语言 ,每 一 个 茎 是 一 个 Abel 群 。 

现在 可 作 一 般 的 定义 ， 

定义 1 也 上 的 一 个 层 是 一 个 拓扑 空间 人 和 一 -个 映照 
SG—>D, 县 有 下 到 性 质 ; 
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邻 域 4 使 得 wd) 是 开交 而 且 5 ,限制 于 4 的 约束 是 个 疝 同 胚 喘 
照 
(六 1) 对 每 一 个 LED,， 从 mx(6) ;具有 一 个 Abel 群 的 结 
构 ， 
”Gi) 对 于 6 的 拓扑 ， 群 运算 都 是 连续 的 ， 

、 实际 上 , 可 以 是 一 个 任意 的 拓扑 空间 ， 但 我 们 把 D 设想 为 
复 平面 中 的 一 个 开 集 ， 又 ,一 个 人 bel 群 的 结构 可 以 用 别 的 代数 
结构 代替 ， 

现在 我 们 来 验证 解析 函数 芽 的 层 名 满足 定义 工 中 的 条 件 , 为 
此 ,必须 先 在 名 上 引进 一 个 拓扑 ， 把 名 做 成 一 个 度量 空间 是 不 方 
便 的 , 也 是 没有 必要 的 ， 我 们 仅 需 指出 的 一 些 子 集 , 它们 都 是 
关于 这 个 拓扑 的 开 集 , 我 们 对 开 集 的 标志 是 ; 集 六 CS 是 开 的 ,如 
果 对 于 每 个 ssE8V, 存在 一 个 函数 元 案 (P 9), 使 得 (Dz(s0) 
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zocQ; (2) (F，Q) 确 定 z, 处 的 芽 so; (3) 由 《(f， 9) 确定 的 苏 二 全 
体 都 在 了 中 ， 读 者 不 难 验证 , 第 3 章 定义 8 的 条 件 都 是 满足 的 . 
有 了 上 面 的 5 与 (f, 9), 设 4 是 (f, 9) 所 确定 的 芽 玉 全体 
所 成 的 集 。 根据 我 们 对 开 集 的 定义 , 显然 4 是 s 的 一 个 开 邻 域 ， 
而 且 映 照 #; 4 一 0 是 同 肚 的 ， 这样 ,定义 的 条 件 ( 让 是 满足 的 . 
条 件 (ii) 不 需 证 明 .， 条 件 ( 刘 ) 也 是 容易 证 明 的 , 但 重要 的 是 应 
理解 其 含义 ， 知 法 和 减法 只 对 同一 此 上 的 芽 有 意义 ; 只 灰 沽 察 减 
法 就 够 了 。 涝 虑 两 个 芽 mg%， 有 zw(50) 一 (9%) =Lo， 设 它们 是 由 
函数 元 素 (f, AQ) 和 Cg, 8), CoE9 所 确定 的 。 为 简单 起 见 , 我 们 
为 两 个 函数 元 素 取 同一 个 8, 若 s€4,s E44, mCs) =wm(s) =, 则 
s 一 s 是 由 (f 一 9, 0) 在 处 确定 的 荐 。 当 《 跑 中 G 时 ,，s 一 9 跑 遍 
so 一 8 的 一 个 邻 域 ; 此 外 ,wr《s 一 9) 一 CS) 一 mr(%)。 投影 映照 建立 
了 44、4 与 9 之 间 的 同 胚 .因此 很 清楚 , 我 们 可 以 收缩 由 与 少 
使 得 4 包含 于 一 % 的 任 一 事先 指定 的 邻 域内 ， 从 而 证 明了 连续 
性 . 


”1.3 截 口 与 Riemann 面 


设 仿 是 DD 上 的 一 个 层 ， 考 察 一 个 开 集 UCD， 连 续 映 照 9: 
DU 一 称 为 D 上 的 一 个 截 口 ， 如 果 复 合 映 照 mop 是 U 到 自身 的 
慎 等 映照 。 从 这 一 条 件 可 知 , g(L) 一 p(&3) 草 涵 着 和 一 5 因此 
多 是 一 对 一 的 , 它 的 道 是 m 限制 于 p(U) 上 的 约束 这样， 每 一 个 
截 口 是 一 个 同 胚 映 照 . 
”每 一 点 ssES 是 在 某 个 截 口 的 象 8(Uo 之 中 ; 我 们 只 须 到 
Uo=mw( 人 ,其 中 4 是 位 ) 中 假设 存在 的 邻 域 ,而 p 等 于 限制 在 
4 上 的 约束 的 道 
在 一 个 固定 的 口上 的 所 有 截 口 组 成 的 集 记 为 工 (D, 儿 ), 如 果 
非 空 , 则 它 具 有 一 个 Abel 群 的 结构 , 由 于 它 , 把 w 一 站 定义 为 具有 
值 05) 一 (2) 的 截 口 成 为 有 意义 ， 设 0: 是 茎 5; 的 零 元 素 ， 用 
ao 一 Or 定义 函数 @， 我 们 断言 w 是 连续 的 , 因此 是 一 个 截 口 ， 
它 称 为 零 截 口 ， 对 于 群 荆 (DD, 信 ) 来 说 ， 它 的 作用 就 是 一 个 零 
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元 素 ， 
为 证 明 连 续 性 , 考察 一 点 foED, 和 和 一 个 ss Ei, (例如 ，O.)， 
. 根据 我 们 前 面 的 注 杰 ，s 是 在 某 个 (Zoo 中, 由 条 件 ( 进 )，p 一 9 一 
wz 在 Uo 中 连续 ， 由 于 bo 是 任意 的 , 所 以 在 全 U 上 连续 , 因此 
是 一 个 截 口 。 我 们 已 经 证 明 零 截 口 总 是 存在 的 ,而 且 工 (D0, 5) 非 
空 。 下 面 我 们 把 零 截 口 记 为 0， 

如 果品 是 连通 的 , 而且 pwETCD, 全 ), 风 或 者 9 与 四 是 全 
同 的 , 或 者 象 pg(D) 与 由 (DD) 是 互 不 相交 的 . 事实 上 ， 多 一 下 ==0 与 
2 一 风 %0 的 集 都 是 开 的 , 

我 们 稍为 详细 地 作 了 上 流 讨论 是 要 说 明 假 设 是 怎 溢 作用 的， 
解析 函数 萝 的 层 这 个 特殊 情形 是 平凡 的 , 这 时 (UD, G) 可 解释 为 
U 上 解析 (“ 单 值 ”) 函数 的 加 法 群 ， 零 截 口 非 别 , 不 过 是 常数 0. 

| 下 面 人 总 表示 整个 复 平 区 上 解析 函数 芽 的 诗 , 5 的 分 集 看 作 
一 个 拓扑 空间 , 可 与 整体 解析 函数 等 同 起 来 ， 为 看 出 这 一 点 ， 设 
sE 名 基 由 函数 元 素 (fo，Qo) 所 确定 的 一 个 芽 , 并 设 ( 户 ，00 是 
(Jo Bo) 的 一 个 直接 解析 延 拓 ; 注意 ,Qe 与 21 都 假设 是 连通 的 . 
由 于 在 2o1ni2i 中 == 玉 ,所 以 由 这 两 个 函数 元 素 所 确定 的 芽 的 
集 46 与 44 相交 ;作为 06, 91 的 司 旺 象 , 集 4 都 是 连通 的 ， 所 
以 它们 的 并 集 4U 4 也 是 连通 的 ， 由 此 可 知 , 从 (-o，@o) 通过 直 
接 解析 延 拓 的 一 个 链 所 得 到 的 函数 元 素 全 体 产生 了 包含 于 so 的 
分 集 Go 中 的 芽 ， 另 一 方面 , 令 -So 为 Bo 中 的 薄 的 集合 , 它们 可 由 
(fo oo 的 一 个 解析 延 拓 (\ 轧 9) 确 定 。 易 见 6 及 其 在 So 中 的 余 
集 都 是 开 的 ， 因 此 Bo 一 Eo， 从 此 得 出 结论 :Eo 精 确 地 由 属于 一 个 
整体 解析 函数 的 所 有 菠 组 成 

尽管 有 了 这 样 的 识别 ， 但 更 可 肥 的 是 把 So 看 作 整 体 解 析 函 
” 数 的 定义 域 ， 现 在 我 们 将 整体 解析 函数 记 为 下 它 在 玉 处 的 值 正 
是 与 该 芽 相 联系 的 客 级 数 的 常数 项 。 按 这 一 解释 ,Eo 称 为 工 的 
Riemann 面 ， 它 与 我 们 在 第 8 章 第 4.8 节 中 简略 介绍 的 初等 

‘Riemann 面 确实 十 分 相似 ， 面 县 用 于 同一 目的 , 即 可 以 使 了 单 值 ， 

”我 们 可 以 把 @o 画 成 铺 开 在 平面 上 的 层 ， 而 而 叶 一 一 如 果 我 们 这 样 
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称 它们 的 话 , 那 是 截 口 的 象 .应当 注 意 ,我们 尚未 包括 支点 , 它 的 作 
用 将 在 后 面 研究 

为 了 更 清楚 起 见 ， 设 整体 解析 函数 了 的 Riemann 面 记 为 
olf). 给 定 了 两 个 整体 函数 了 与 g, 可 能 存在 一 个 爱 照 b. of) = 
Go(g), 使 得 (Dmo0=mw; (2)9 是 一 个 局 部 同 胚 ， 在 这 些 情况 下， 
go0 是 go(j) 上 的 一 个 单 值 函数 ， 通 常 ， 记 法 经 简化 而 以 g 代 痊 
go9， 这 样 ， 所 有 的 导数 f ,8"'，… 都 定义 在 f 的 Riemann 面 上 ， 
所 有 整 函 数 都 自动 地 定义 在 每 一 个 Bo(f) 上 , 如果 g, h,，…, 都 
定义 在 So(f) 上 , 那 末 每 一 个 多 项 式 G(f,，g, h,…) 也 都 定义 在 
Solf) 上 . 

有 一 个 经 典 的 原理 称 为 函数 关系 的 承 效 性 (permanenoe of 
funotional relationg)， 假定 荣 些 函数 元 素 (f, Q), (g, 2)，(h, 
从), … 每 当 (f, Q) 可 以 延 拓 (直接 地 或 通过 直接 延 拓 的 一 个 链 ) 
时 都 可 以 解析 延 拓 ， 再 设 在 Q 上 G( 记 g, 有 …) 一 0. 则 同一 关系 
对 所 有 解析 延 拓 都 成 立 , 这 一 事实 可 表 为 G(f, g, h …) -0. 特 
别 , 如 果 一 个 蓉 适 合 多 项 式微 分 方程 G(2 ,所 ,…, 了 中 )==0, 则 
整体 函数 了 适合 同一 方程 . 、 


1.4 沿 弧 的 解析 延 拓 


设 y: [4, 四 一 0 是 复 平面 中 的 一 段 弧 .考察 一 个 整体 解析 函 
数 f 和 它 的 Riemann 面 Bolf), 象 前 面 一 样 ， 定 义 为 解析 函数 的 
所 有 芽 的 层 全 的 一 个 分 集 ， 弧 7 [4, 四 一 Bolf) 称 为 f 沿 弧 y 的 
一 个 解析 延 拓 , 如 果 wo 一 7, 就 是 说 , 如 果 对 所 有 +E [a, 5],7(t) 
投影 到 y(t) 上， 当然 ,按照 狐 的 定义 , 7(t) 关于 So(f) 的 拓扑 来 
说 ,必然 是 [4, 9] 上 的 连续 函数 .用 另 一 种 术语 ， 也 称 了 是 7 到 
olf) 的 提升 (lifting). . 

沿 弧 的 延 拓 所 对 应 的 直觉 概念 就 是 芽 为 连续 地 变化 的 ， 我 们 
不 能 保证 延 拓 一 定 存 在 , 但 下 面 重要 的 唯一 性 定理 是 正确 的 ， 
定理 1 人 整体 解 术 硬 f 沿 同一 弧 7 的 两 个 解析 延 拓 为 


0 
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证 明 是 显而易见 的 。 由 于 是 一 个 局 部 同 胚 ,所 以 到 一 为 的 
象 如 果 不 包含 在 零 截 口中 , 就 不 可 能 包含 零 截 日 的 一 点 . 

根据 这 一 定理 , 一 个 延 拓 就 可 用 它 的 最 初 的 值 , 即 芽 ?(e) 唯 
一 确定 。 最初 的 栖 具 有 形式 fe, 但 了 可 有 几 个 芽 具 有 这 一 形式 . 
最 初 的 芽 一 经 规定 , 我们 就 可 以 说 从 该 芽 出 发 的 解析 延 本 ,只 要 这 
样 一 个 延 拓 本 身 是 存在 的 . 

这 里 很 可 能 发 生 这 样 的 情况 , f 沿 7 并 无 任何 延 拓 ， 或 者 仅 
对 某 些 初始 芽 , 而 不 是 对 所 有 的 芽 存 在 一 个 延 拓 .现在 我 们 来 研 
究 不 能 沿 7 延 拓 的 一 个 初始 芽 的 情形 ， 如果 如 >6 充 分 接近 于 ww 
那 末 初 始 节 沿 着 7 对 应 于 区 间 [a, 如 ] 的 子 弧 的 延 拓 总 应 该 存在 ; 事 
实 上 ,着 fxeo 由 函数 元 素 (yfo， 2o) 确 定 , 只 要 子 弧 属 于 2o， 情 形 就 
是 如 此 .所 有 这 种 如 的 上 确 界 是 一 个 数 z, 满足 条 件 5<T<b 对 
于 加 <7,， 延 拓 是 可 能 的 , 而 对 于 如 >>7， 延 拓 就 不 可 能 ， 在 某 种 意 
义 下 , 子 弧 y[w, 可 会 引导 到 使 了 不 再 有 定义 的 一 点 ， 这 一 子 弧 就 
称 为 从 给 定 初始 茎 引出 的 一 条 奇异 路 线 ; 粗略 地 说 , 就 是 它 引导 到 
y(r) 上 的 一 个 奇 点 。 注意; 当主 从 下 趋 于 时 ， 表 示 蕴 了 (的 宕 
级 数 的 收敛 半径 将 趋 于 0， 

”” 沿 弧 的 延 拓 与 用 直接 解析 延 拓 的 链 所 作 的 逐步 延 拓 之 间 ， 其 
关系 需要 作 进 一 步 的 解释 , 首先 ， 设 (f, 11), (fs, 人)， ”3 (fn, 0,) 
是 直接 解析 延 拓 的 一 个 链 , 我 们 常 可 用 一 段 弧 YY 来 连接 两 点 LE 
4 及 EQ, 使 得 ff 沿 7 有 一 延 拓 7, 其 初始 芽 为 (f1，51), 最 终 
芽 为 (fs，5n)， 为 了 证 明 这 一 点 , 我们 只 要 令 ? 由 下 列 部 分 组 成 
即 可 ， 即 ， 由 点 刀 至 点 aE 组 站 9 的 一 段子 弧 位 CQ 由 人 至 
tsE Qs19s 的 第 二 段子 弧 73aCOa， 等 等 ， 依 此 类 推 ， 在 入 上 令 
7 四 一 (5 的) 则 沿 ?7 的 延 拓 就 可 完全 定义 . 

反之 , 如 一 延 拓 ? 为 已 给 ,我 们 可 以 求 得 一 条 直接 解析 延 拓 的 
链 ,其 构 作 方法 与 上 面 的 弧 y 相同 ， 根 据 Heine-Borel 引 理 ,参数 
区 间 [&, 91 可 细 分 为 子 区 间 [4 刀 ，[, 如 ]，…, [ty-10], 使 得 在 
. 子 区 间 [bu 如 内 ,对 于 适当 选 定 的 函数 元 素 (fx, Qx), 有 7 一 
| 《7 人 )。 昌 然 ( Ox) 与 (fpry bn+1) 不 须 互 为 直接 解析 延 拓 ， 


。 291 。 


但 它们 至 少 都 是 其 公共 域 限制 到 y( 吉 的 邻 域 的 直接 解析 延 拓 ， 
为 了 说 明 沿 缴 的 延 拓 的 上 应用， 我们 将 把 对 数 函 数 定义 为 一 个 
”整体 解析 函数 。 为 此 ,我 们 来 证 明 , 在 中 适合 eo9=& 的 所 有 函 
数 元 素 (f，Q) 组 成 的 集合 是 一 个 整体 解析 函数 . 

为 此 我 们 必须 证 明 谋 合 中 的 任 两 函数 元 素 (f1, 80), (fs, os) 
可 用 一 直接 解析 延 拓 的 链 来 连接 。 由 于 函数 关系 的 承 赣 性 , 故 知 
中 间 的 函数 元 素 都 属于 同一 集 ， 选 定点 51EQ1 gaEC@a 并 将 它 
信用 一 段 不 通过 原点 的 弛 Y( 旨 , 4€ [4, 1 连 扶 起 来 ， 由 于 总 及 
cs 都 不 能 等 于 零 , 故 知 这 样 做 是 完全 可 能 的 .考察 函数 

PO + | -2 信人 

根据 微分 法 得 知 y(D)erre 是 种 数 ， 对 于 tw 其 值 为 1 因此 
er 全 ,对 于 一 个 给 定 的 二 在 国 盘 9 一 化 | | 人 YO)|<1y(D |] 
中 , 存在 log 了 的 一 个 唯一 确定 的 分 支 PCZ)， 当 《一 7(9) 时 ， 其 值 
为 9(D. 显 然 了 () 就 定义 了 沿 y 的 一 个 延 拓 . 最 终 的 芽 了 (5) 虽 可 
不 与 (ca 9) 记 确 定 的 芽 相 合 ， 但 其 在 如 的 值 必 与 .Pa(Ca). 相 差 
2 的 一 个 伴 数 ， 为 了 求 得 5 处 的 正确 值 , 只 须 将 最 终 芽 了 (5) 
沿 一 围绕 原点 车 十 次 的 闭 曲线 延 拓 即 可 ， 最 后 , 灌 弧 的 延 拓 可 用 
直接 解析 延 拓 的 有 限 链 来 代替 ， 这 就 证 明了 log 是 一 整体 多 
析 函 数 ， 


习 题 


1。 如 果 一 个 函数 元 素 可 用 一 乱 级 数 来 定义 ， 而 这 个 等 级 数 的 收 仇 半径 
” 假定 为 有 限 数 ， 求 证 至 少 有 一 条 半径 是 对 应 的 整体 解析 函数 的 一 条 奇异 路 
线 .〈“ 一 个 震级 数 在 其 收 修 圆 上 至 少 有 一 奇 点 ”.,) 

2. 如果 一 个 函数 元 素 ( 户 2) 只 有 一 个 直接 解析 延 拓 , 那 就 是 把 了 限制 
于 一 个 比较 小 的 域 上 而 得 到 的 延 拓 ， 除 此 之 外 ， 别 无 其 它 延 拓 ， 则 称 Q 的 边 
界 为 了 的 一 个 自然 边界 ， 试 证 明 ， 级 数 忆 sm 以 单位 贺 为 自然 边界 [提示 : 
证 明 函 数 在 幅 角 为 w 的 有 理 数 倍 的 每 一 条 半径 上 趋 于 无 穷 大 ,] 

3. 证 明 第 7 章 第 3.4 节 中 引进 的 函数 (7) 以 实 轴 为 自然 边界 。 
。 2923 。 


1.5 同 伦 曲线 


现在 我 们 应 该 从 解析 延 拓 理论 的 基本 观点 出 发 ， 研 究 一 个 域 
内 的 闭 曲 线 前 拓扑 性 质 。 我 们 所 要 讨论 的 问题 就 是 一 段 弧 在 连续 
变形 下 的 性 态 ， 从 直 党 观点 来 看 ,这 是 一 个 非常 简单 的 概念 。 设 
作 及 为 是 域 9 内 两 段 具有 公共 端点 的 绕 , 我 们 自然 要 问 , 当 两 端 
点 固定 不 动 , 将 和 始终 限制 在 2 内 而 移动 时 , 它 是 不 是 能 连续 地 
变形 成 73。 例 如 , 在 图 8-1 中 , 弧 六 可 以 变形 为 7, 但 不 能 变形 
为 m。 丙 段 弧 ， 如 果 它 们 中 的 任 一 个 可 以 变形 为 另 一 个 , 则 称 它 
们 是 关于 2 同 伦 的 .显然 , 这 是 一 种 等 价 关系 。 


三 < 

图 8-1 辣 伦 统  . 图 8-2 变形 

现在 我 们 来 给 同 伦 下 一 个 精确 的 定义 。 物 理 上 变形 的 概念 可 
用 数学 术语 来 直接 解释 .显然 可 以 想象 一 段 弧 的 变形 可 用 两 变数 
的 连续 函数 Y(t, 来 描述 , 此 处 点 ($,ww) 取 值 于 矩形 [4, 8] x [0, 七 
《图 8-2)。 对 于 每 一 个 国定 的 值 v 一 w, 对 应 着 一 段 弧 y(t, wo), 变 
形 的 结果 就 是 要 把 原来 的 弧 Y(t, 0) 变 为 y(t, 1)， 如 果 对 于 所 有 
的 G, ), y(t, 人 ) E90, 则 变形 就 在 9 内 进行 , 同时 , 如 果 y(4, 中 
及 7(5, 从 都 是 常数 , 则 变形 的 弧 的 两 端点 固定 不 动 , 对 于 每 一 个 
固定 的 值 = 如 ,有 一 段 弧 Y(to, 必 , 4E [0, 要 与 之 对 应 ,可 称 之 为 
对 应 于 如 的 点 的 变形 路 径 

从 此 得 到 同 伦 的 正式 定义 如 下 ， . 

定义 2 在 同一 参数 区 间 [w 9] 上 的 两 段 弧 yi 与 7 称 为 在 
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4 内 同 伦 ， 如 时 存在 < 个 连续 本 7Y 必 吃 ， 定 义 在 乱 形 [4,6] x 


* 
a 
© 0 » » 。 


3. 对 于 所 有 的 入 YC@, 0 一 y1(0) 一 7a, YD, 一 y1(0) 二 

Ta(D)， 
”上 士 面 我 们 把 两 弧 与 ys 的 参数 区 间 规 定 为 相同 ， 其 理由 仅 
是 为 了 方便 .如 果实 际 情形 并 不 如 此 ， 则 可 用 参数 的 线性 变换 把 
酚 区 闻 变 得 一 致 , 如果 在 新 的 参数 表示 下 , 两 弧 是 同 伦 的 , 则 原来 
的 两 弧 也 认为 是 同 伦 的 ， 

通过 简单 的 形式 证 明 ( 读 者 当 不 难 作出 ) 可 知 上 面 定义 的 同 伦 
关系 是 一 种 等 价 关系 ， 因 此 ,我们 可 以 把 所 有 的 弧 区 分 为 等 价 类 ， 
称 为 同 伦 类 ; 在 同一 同 伦 类 中 所 有 的 弧 都 具有 公共 端点 , 而 且 可 以 
在 从 内 由 一 个 变形 到 男 一 个 ,应 当 指 出 , 同一 弧 的 不 同 参数 表示 常 
是 同 伦 的 ， 事实 上 ,为 了 7 和 ys( 引 是 同一 弧 的 两 种 参数 表示 ， 
必须 而 县 只 人 须 存在 一 非 降 函数 5(4), 使 得 Ya() 一 yxk7(#))， 函数 

7 人 W=71 Witusr(d)) 
所 取 的 一 切 值 都 在 所 论 的 弧 上 ， 因 此 必 在 人 9 内， 对 于 w=0 及 
u=1, 分 别 可 得 到 ($0) 二 yz1( 提 及 
YU, 1)=7(7(D) =7a(), 
而 两 端点 显然 是 固定 不 动 的 ， 

如 果 两 强 Yi 及 Ya 依次 相 接 , 以 yi 的 终点 作为 ys 的 起 点 ， 则 
两 绝 组 成 一 新 的 弧 , 我 们 拒 它 记 为 ?ay 以 区 别 于 同调 论 中 所 用 的 
记 法 yi 十 Ys。7Y17s 的 参数 表示 不 是 唯一 的 ,但 它 对 同 伦 类 的 确定 
并 不 重要 .不 仅 如 此 , 根据 极为 简单 的 理由 即 可 以 证 明 yays 的 辐 
” 伦 类 只 依赖 于 ya 及 ys 的 同 伦 类 ， 根 据 这 一 基本 性 质 , 我 们 可 以 
把 导致 yxys 同 伦 类 的 运算 当 作 是 同 伦 类 的 乘法 。 它 只 在 73 的 起 
”上 成 重 合 于 yz 的 终点 时 有 定义 ， 如 果 我 们 所 研究 的 上 只 限 于 团 曲 线 
的 同 伦 类 , 起 迄 于 一 个 定点 ‰, 则 乘积 恒 有 定义 ,并 可 以 同一 族 中 
.的 一 条 曲线 来 表示 。 而 且 , 根据 乘积 的 这 一 定义 ,可 知 过 和 的 闭 
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昌 线 关于 域 2 的 同 伦 类 组 成 一 个 群 ， 为 了 证 明 这 一 论断 ,必须 先 
确立 ; : 

.结合 律 Co Ys 同 伦 于 六 (ysys)。. 

2. 存在 一 单位 曲线 十 使 得 Yl 及 17y 都 同 伦 于 Y. 

3. 存在 一 逆 曲 线 7 了 使 得 YY 及 yy 都 同 伦 于 填 

结合 律 是 非常 显 见 的 ， 因为 (yrys)Ys 至 多 是 YYays) 的 一 个 
再 参数 化 ， 作 为 单位 曲线 ,可取 常数 2 一 zo; 实际 上 , 记号 1 可 表示 
任 一 能 缩 为 一 点 2 的 闭 曲 线 ， 最 后 , 逆 弧 yx 是 与 曲线 7Y 方 向 相 
反 的 纤 ， 如 YY 的 表示 式 为 2=y( 人 ), a<t<5, 则 "的 表示 式 可 
写成 z=y(2B8 一 作 ,.0<t&25 一 4, 因此 yy 的 方程 为 

= y(t), a<t<b, 
s=y(28—#), bei<2b—a. 

曲线 经 下 面 的 变形 可 缩 为 一 点 , 即 

yi, WW— yD, Gig+ (1—0)b, 

0, WW=7u8+ (1—DDb), vet (1—WDb<t<ub—o) +b, 

yi, WW =7y(20—D), 4 一 0 十 B<st20 一 w。 
这 里 , 我 们 令 转向 点 从 ?7() 退 向 7Y(4)， 由 于 对 所 有 t€ La, 25 一 
中 ,y(t 1) 一 y(@) 一 w, 这 就 证 明 yy 是 同 伦 于 工 的 . 在 证 明 中 ， 
我 们 并 没有 假设 7 是 一 闭 曲 线 ; 因此 ,对 于 过 ww。 的 所 有 强 ?7，73 一 
同 伦 于 i、 .… 
上 面 构 作 成 功 的 群 称 为 域 怠 关于 点 细 的 网 伦 群 或 基本 群 
作为 一 个 抽象 的 群 , 它 不 依赖 于 点 和 。 事 实 上 ,， 设 为 为 人 Q 中 的 另 
一 点 , 用 整个 位 于 @ 内 的 弧 e 连接 加 及 加 ,过 各 的 每 一 闭 上 曲线 Y, 
对 应 着 过 2 的 一 条 闭 曲 线 7Y=cyc“。 这 一 对 应 是 保持 同 伦 关系 
的 , 因此 可 作为 同 伦 类 之 闻 的 一 种 对 应 关系 .而 且 积 也 是 保持 的 ， 
因为 (eye (oz2 在 消去 ce 之 后 ,与 cL(YiY2)e™ 同 伦 . 最 后 ， 
对 应 还 是 一 对 一 的， 因 如 为 已 给 ， 则 可 选择 y=c-*yc, 并 知 对 
应 曲线 oy ct= (cc 7y(cc 与 ? 同 伦 ， 这 就 证 明了 关于 知 及 关 
于 弛 的 同 伦 群 是 同 构 的 . 


如 果 yu ?ys 是 任 两 弧 , 以 %% 为 超 点 并 且 具 有 一 公共 终点 ， 出 . 
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当 且 仅 当 yxyz! 同 伦 于 时, yi 同 伦 于 7%。， 因 为 ,如 果 科 同 伦 于 
?9a， 则 ?37 于 同 伦 于 Yay3, 因此 与 革 同 伦 。 反之 ， 如 ?3a331 同 伦 
于 1 只 要 4 与 3 辐 伦 , 则 z 
(F193) Ya = V1 Ys) 

间 时 同 伦 于 yi 及 Ya, 本 此 理 出 ， 我 们 只 要 研究 闵 晶 线 的 同 伦 就 够 
了 。 

辣 伦 群 显然 是 拓扑 不 变 的 据 此 同 伦 群 的 确定 就 可 以 得 色 简 
化 .事实 上 ,将 8 映 成 2 的 拓扑 映照 可 将 日 中 的 任 一 变形 映 到 避 
上， 这 就 确定 了 同 伦 类 之 间 保 持 一 一 对 应 关系 的 一 种 柔 法 。 因此 ， 
拓 扩 等 价 的 域 具有 同 构 的 同 伦 群 。 

一 圆 盘 的 同 伦 群 退 化 为 单位 元 素 ; 这 就 是 说 ， 具有 公共 端点 的 
任 两 弧 是 同 伦 的 ， 其 证 明 要 用 到 图 盘 的 同性 . 弧 2 一 ab) 经 如 下 
欧 变 形 可 变 成 弧 # 一 72(8)， 

YG, 四 一 夺 一 他 科 (的 十 ta 人 起， . 
变形 路 径 都 是 线段 。 对 于 任何 凸 域 , 同样 的 证 法 也 有 效 。 特 别 是 , 
蓝 个 平面 也 有 一 同 伦 群 , 它 退化 为 单位 元 素 . 

在 第 6 章 第 工 节 中 我 们 曾经 证 明 :， 不 是 整个 平面 的 任 一 单 连 
“” 通 域 可 以 共 形 地 英 成 一 个 圆 盘 ， 在 这 里 , 共 形 性 是 不 重要 韵 , 但 映 
照 是 拓扑 的 这 一 事实 表明 任 一 单 连通 域 具有 一 基本 群 ， 这 个 基本 
” 群 就 是 单位 元 素 , 我 们 将 可 看 到 , 反 过 来 也 是 正确 的 


1.6 单 值 性 定理 


令 四 为 复 平面 中 一 个 固定 的 域 . 现在 来 考察 一 个 整体 解析 函 
数 f 它 可 以 沿 着 Q 内 的 所 有 弧 7， 从 定义 于 ?> 起 点 bo 的 任 一 芽 
开始 进行 延 拓 ， 更 精确 地 说 ， 对 于 f 的 任 一 函数 元 素 (fo, 9， 
toc Qu 存在 沿 7 的 一 延 折 7, 它 的 起 始 芽 由 (fo, Lo) 定义 ， 

如 果 已 给 定 两 具有 公共 端点 的 弧 Xi, ya， 我 们 所 要 明确 的 是 : 
在 沿 着 yi 及 ya 延 拓 时 ， 一 公共 的 起 始 芽 是 不 是 可 以 归于 园 一 终 
端 芽 .这 方面 的 一 个 基础 定理 称 为 单 值 性 定理 , 如下: 


定理 8 设 弧 ?a 与 ys 关于 9 同 伦 , 并 设 1 的 一 个 起 始 区 可 
=。296 。 


以 沿 着 Q 内 的 所 有 骤 延 拓 , 则 这 一 起 始 芽 沿 着 弧 ?7 及 Ys 的 延 拓 
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首先 应 当 注 意 , 沿 着 一 段 形 如 yy! 的 弧 的 延 折 必然 会 回 到 原 
来 的 起 始 芽 .同样 , 沿 着 一 段 形 如 ox(yy-9os 的 弧 的 延 拓 与 沿 着 
caos 的 延 拓 具有 同样 效果 ， 因 此 ， 我 们 说 沿 着 弧 ' 及 ys 的 延 拓 
”导向 同一 终端 就 等 于 说 沿 着 yxyz1 的 仍 延 拓 回 到 起 始 人 . 

根据 定理 的 假设 , 存在 yi 变 到 Ya 的 一 个 变形 7( 志 从 .7 全 地 
把 变形 矩形 R= [a, 8] x [0, 菇 内 的 每 一 弧 o 变 到 弧 o E90, 如 
时 of 以 及 Ys 的 起 点 为 起 点 ， 则 所 给 的 起 始 芽 沿 着 of 必 有 一 
唯一 的 延 拓 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 把 它 称 为 沿 着 o 的 延 拓 。 定 理 
断定 , 沿 着 且 的 周 掉 工 的 延 拓 将 间 到 起 始 芽 , 工 的 方向 是 元 关 重 
要 的 ,但 一 经 固定 之 后 ,对 于 所 有 的 情形 均 以 此 固定 的 为 准 .，- 

这 一 定理 的 一 个 简单 证 明 可 以 平分 法 为 根据 , 先 将 横向 对 
分 为 二 , 及 Rs, 将 下 半 个 矩形 及 的 周 界 记 为 m, 以 左下 角 0 
为 起 点 ,其 方向 是 这 祥 取 定 的 , 即 在 与 大 矩形 公共 的 边 上 , 与 了 的 
方向 一 致 ， 对 于 上 半 拢 形 BE, 作 折 线 ws, 起 始 于 0, 垂直 向 上 引 
”至 肪 的 左下 角 , 并 以 与 一致 的 方向 (在 公共 边 上 ) 绕 过 Bs 的 周 
界 而 垂直 向 下 同 到 0( 图 8-8)， 这 样 , 曲线 miors 与 荆 相差 的 只 是 
一 段 形 如 co! 的 中 间 弧 。 因 此 , 沿 mxes 的 延 拓 就 与 沿 工 的 延 拓 
一 致 ， 所 以 , 如 果 沿 wi 及 ws 都 能 回 到 起 始 芽 ， 则 沿 工 也 必 能 回 
到 起 始 芽 . 现在 作 相反 假设 : 沿 工 不 能 导致 辐 到 起 始 芽 , 则 wi 或 者 
ws 亦 必 具 有 同样 性 质 .再 将 对 应 矩形 纵向 对 分 为 二 ,并 应 用 同样 的 
理由 , 如 此 重复 下 去 ， 可 得 一 列 和 矩形 有 RD RD 二 RD… 二 Rom 三 … 


及 对 应 的 闭 曲线 rm， 使 得 起 始 芽 沿 着 rom 的 延 拓 不 回 到 同一 芽 . 
每 一 个 mo 都 有 形式 owTwo71, 此 处 om 是 一 个 完全 确定 的 多 边 
形 ， 以 0 为 起 点 ， 以 Be 的 左下 角 为 终点 , 了 ,为 Be 的 周 界 ; 同 
寺 , os 是 ow41 的 子 弧 ， . 
| 当 % 一 ce 时 ,矩形 ER 收敛 为 一 点 Ps, 而 多 边 形 on 在 极限 
.情形 形成 一 终于 已。 的 弧 c-. 起 始 莹 沿 着 o 必 有 一 延 拓 ， 这 
一 延 拓 以 已. 在 映照 y(t, ww) 下 的 象 ,上 的 函数 元 素 (f。，, Q-) 所 
确定 的 芽 为 终点 ， 对 于 足够 大 的 n, ,的 象 将 包含 在 8 内 , 而 在 
0 的 终点 上 所 得 的 芽 必 属于 函数 元 素 (f。, 2-). 在 这 种 情形 下 ,应 
用 元 素 (/-，98-) 即 可 构 作 一 个 沿 着 rm 的 延 拓 ， 它 能 引 回 到 起 始 
工 . 但 这 与 定义 ww 的 性 质 饭 盾 , 这 就 证 明了 沿 着 荆 的 延 拓 必 能 
回 到 起 始 芽 ， 

单 值 性 定理 最 重要 的 意义 在 于 它 说 明了 ， 凡 是 可 沿 着 单 连通 ， 
域内 所 有 弧 延 拓 的 任 一 整体 解析 函数 ， 对 于 每 一 个 起 始 分 支 确定 
出 一 个 单 值 解析 函数 ， 也 就 是 说 , 单 连通 域 的 Riemann 面 (没有 
支点 ) 必 只 由 一 叶 组 成 . 

上 述 结论 可 进一步 引申 为 : 一 个 域 , 如 果 它 的 同 伦 群 退化 为 单 2 
位 元 素 , 则 必 是 单 连通 的 ， 因 为 如 果 2 是 多 连通 的 , 则 8 的 余 集 
必 存 在 一 有 界 分 集 Bo, 而 如 %%E, 则 log(z 一 20) 在 8 内 不 能 为 
单 值 ， 骨 单 值 性 定理 可 知 , Q 的 同 伦 群 不 能 退化 为 单位 元 素 ， 

这 是 我 们 证 明 单 连通 域 相互 等 价 的 三 种 特征 性 质 的 最 后 一 
步 ， 这 三 种 特征 性 质 是 : (1) 8 是 单 连 通 的 ,如果 其 余 集 是 连通 的 ; 
(2)Q 是 单 连 道 的 , 如 果 它 与 一 圆 盘 同 豚 ;，(3)@ 是 单 连通 的 ,如果 
它 的 基本 群 退化 为 单位 元 素 。 

1.7 支点 


为 了 详细 研究 多 值 函 数 的 奇 性 ， 必 须 先 确定 有 孔 圆 盘 的 基本 
群 ， 令 有 和 孔 图 盘 为 0< |s|<p， 并 考察 一 固定 的 点 , 例如 正 的 半径 
上 上 的 所 2 一 * 必 p。 用 
yl, 妇 一 doyOD+o OL 
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作 中 心 投影 ， 则 任 一 过 名 的 闭 曲 线 7 可 变形 为 圆周 || =r 上 的 
一 出线 .因此 ， 我 们 只 须 讨 论 这 一 圆 的 圆周 上 的 曲线 就 够 了 。 我 
们 仍旧 有 玫 记 号 yO). 

根据 连续 性 ， 每 一 刀 必 具有 一 邻 域 ， 在 这 一 邻 域 中 ， 可 使 
ly 全 一 7Go)1<r 而 且 YQ) 不 能 同 ， 
时 取 值 ?及 r+， 应 用 Heine-Borel 引 
理 或 平分 法 容易 看 出 ,- 我 们 可 写 y= 
Yiya…Ys, 此 处 每 一 yx 或 者 是 不 通过 
7?, 或 者 是 不 通过 一 rr。 为 了 简单 起 见 ， 
将 点 ”及 一 "用 Po 及 也 表示 (图 8-4)， 
并 把 y; 的 两 端点 记 为 Pi 及 Peiz. 由 于 图 34 
包含 在 一 个 去 掉 正 半径 或 者 去 掉 负 半径 而 成 的 单 连 通 域内 ， 因 

它 可 变形 成 两 弧 人 Prri 之 一 、 结 时 ， 7 可 变形 成 车 干 单 弧 的 飞 
站 这 些 单 弧 的 相 接 端 点 为 PeoP1Pa… 了 P,Po， 这 一 路 径 又 可 易 为 
‘PoP,PsPoPaPsPo:..PoP,1iP,Po, 此 处 我 们 规定 PePo 及 了 PoP 是 
不 包含 Po 的 弧 . 事实 上 , 引进 与 1 同 伦 的 往复 的 弧 PiPoPs 即 可 
”得 到 新 的 路 径 . 

我 们 证 明了 等 一 ?7 与 形 如 PoPxPxsxPo 的 闭 曲线 之 积 同 伦 ， 
如 果 用 Prix 不 包含 P， 则 这 一 曲线 与 工 同 伦 ， 反 之， 如 了 Teaa 
包含 P, 则 枚 举 所 有 可 能 情形 就 可 看 出 ， 曲 线 必 与 C 或 0 二 同 
伦 , 此 处 O 是 整个 贺 . 因此 ,每 一 闭 曲线 必 与 0 的 医 同 伦 ， 

最 后 , 要 注意 O” 仅 当 mm 一 0 时 与 1 同 伦 。 这 是 因为 

| me 2 i, 
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如 曲线 与 荆 同 伦 , 则 积分 必 等 于 零 ， 从 此 可 知 :有 和 孔 圆 盘 的 基本 群 
与 整数 的 加 法 群 同 构 ， 显 然 ,一 个 任意 的 环 具 有 同样 的 基本 群 
现在 来 考察 一 个 可 沿 有 孔 圆 盘 0< 1s|<p 中 所 有 的 弧 延 拓 的 
整体 解析 函数 了 ， 选 定 %=Y 处 的 一 个 芽 作 为 起 始 芽 , 并 将 它 沿 覃 
线 On 延 拓 ， 这 一 延 拓 或 者 是 不 回 到 起 始 芽 ， 或 者 是 存在 一 最 小 


正 整 数 包 使 得 ” 能 导致 回 到 起 始 筋 . 在 后 一 情形 下 , 令 m= 
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m4, n 为 整数 而 0<9<h， 如 CO 能 导致 回 至 起 始 芽 ， 则 Cx 亦 
必 如 此 .但 由 m 的 选取 可 知 这 仅 在 9=0 时 可 能 . 这 样 ,要 COm 能 
”导致 回 到 起 始 芭 ,必须 m 是 五 的 一 个 倍数 ， 

考察 将 0 三 || 二 pW 映 成 0 过 |z|<<p 的 映照 x 一 2 可 以 断言 
f 在 下 述 意义 下 可 表 为 一 个 单 值 解析 函数 了 CL), 对 于 每 一 个 纪 ， 
0<<| 纪 |<p™*, 存在 一 沙 数 元 素 (f, 0Q) ET EQ, 使 得 在 红 的 
一 个 邻 域 内 有 了 (6) = 了 (6"); 特别 是 ,对 应 于 点 60 一 7 的 函数 元 
素 应 能 确定 多 处 的 起 始 芽 . 

为 了 构 作 (5), 我 们 用 弧 y 连 6&6 与 5, 用 映照 z=L* 求 y/ 
的 象 ,而 后 沿 着 Y 的 象 延 拓 下 的 起 始 芽 ; 我 们 把 (2) 定义 为 这 一 
延 拓 后 所 得 的 最 终 芽 的 值 .必须 证 明 PF(2) 是 唯一 地 确定 的 , 为 此 ， 
设 站 及 各 为 由 各 至 :的 两 条 路 径 , 刚 站 0 可 变形 为 过 如 的 一 
个 圆 C 的 每 0”. 因 此 , 象 曲线 LiLz! 可 变形 为 Ca 的 象 Cm 但 Om 
导致 回 到 起 始 芽 , 因此 ga 及 Ls 所 确定 的 是 同一 值 (CL), 最 后 ,如 
位 于 以 的 一 个 邻 域内 , 则 可 先 作 一 由 bo 至 蕊 的 弧 8, 再 作 一 由 
Za 至 的 变 缴 7, 保持 在 令 域 之 内 , 如 邻 域 足够 小 , 则 沿 着 y 的 象 
的 延 拓 可 由 一 个 函数 元 素 (f, 9) 来 确定 , 因此 在 该 邻 域内 PE) = 
(6). 

由 于 了 (在 原点 的 有 和 孔 邻 域内 是 单 值 和 解析 的 , 故 它 必 具 有 
一 收敛 的 Laurent 展开 , 形 如 _ 

PE)=2 A (1) 

应 当 注 意 ,这 一 展开 式 依 束 于 起 始 芽 的 选择 ; 不 同 的 起 始 芽 可 导致 

完全 不 同 的 展开 式 ， 特 别 是 ， 可 导致 4% 个 不 疗 的 值 ， 实 际 上 ， 即 

”使 是 级 数 ( 了 ); 也 产生 为 个 不 同 的 展开 式 , 对 应 于 si 的 有 个 初始 
值 . 如 令 四 一 6 则 这 些 展 开 式 可 表示 为 


f(s) -> Anw"e (一 0 1, .++, bh—1). (2) 


”如 将 芽 (f, 20) 沿 0 延 拓 ， 则 可 引 至 (fxs 由， 这 里 应 当 理 解 下 
标 为 的 恒 等 于 0. 


在 特殊 情形 下 ,Laurent 展开 可 只 包含 有 限 个 负数 次 乘 方 的 
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项 ， 这 时 ， JCL) 或 者 具有 一 可 去 奇 点 ， 或 者 具有 一 极点 ， 只 要 
h>1, 则 多 值 函 数 f(e) [或 更 正确 地 说 , 将 给 定 起 始 分 支 在 有 孔 圆 
盘 内 部 延 拓 而 成 的 整体 解析 函数 ] 称 为 在 * 一 0 处 具有 一 代数 奇 点 
或 支点 .如 了 CC) 具 有 一 可 去 奇 点 , 则 支点 是 一 寻常 代数 奇 点 ， 反 
之 则 为 一 代数 极点 。 在 任 一 情形 下 , 当 “* 沿 一 任意 弧 趋 于 0 时 ， 
J (和 趋 于 一 确定 的 极限 4o 或 co， 
显然 ， 我 们 也 可 以 研究 在 一 任意 点 “或 co 处 有 一 孤立 奇 点 ， 
而 有 和 孔 回 盘 的 半径 可 任意 小 的 情形 .如 为 有 限 , 则 w= 了 (2) 与 自 
变数 。 之 间 的 对 应 关系 可 用 如 下 形式 的 等 式 来 表达 ， 
w= Ant’, 
z=atW 或 z= 
变数 称 为 局 部 单 值 化 变数 . 
在 代数 奇 点 的 情形 , 对 于 Riemann 面 , 需要 把 一 个 具有 投影 
a 的 支点 也 放 在 曲面 上 ， 使 曲面 得 以 完备 ，。 支 点 本 身 不 是 的 一 
个 苏 , 但 它 由 类 似 于 (2) 的 一 个 分 指数 宕 级 数 展 式 集合 
f= DA "(ea)" (8) 
完全 确定 ; 对 于 在 co 处 的 一 个 奇 点 , 2 一 4 必须 换 为 1/z， 支 点 的 
各 邻 域 应 包括 支点 本 身 ， 以 及 对 某 个 8>0, 适合 | 一 4|<8 的 所 
有 芽 (fs,), 这 些 芽 是 在 (8) 中 代入 (一 qt 的 一 个 定义 在 的 
邻 域 中 的 单 值 分 支 而 得 到 的 . 卫 各 的 打 扑 宅 间 将 是 一 个 二 其 
意义 是 :每 一 个 点 ,包括 诸 支 点 , 具有 一 个 同 用 于 图 盘 的 人 
在 sa 表 夫 中。 二 大 上 基地 所 有 寡居 天 下 式 
全 体 ,包括 分 指数 的 震级 数 展开 式 , 而 这 些 短 级 数 都 可 从 一 个 单独 
的 每 级 数 经 过 解析 延 拓 得 到 . 并 把 这 叫做 一 个 解析 构 形 (analytio 


configuration, analytisches Gebilde), 


2 代数 函数 
形 如 P(w,， 2) =0 的 方程 对 于 每 一 +: 有 有 穷 个 解 w(2),，…， 
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wn(z), 此 处 了 为 一 个 二 变数 的 多 项 式 ， 我 们 页 证明; 这 些 根 可 以 
解释 为 一 个 整体 解析 函数 f(z) 的 各 个 值 ， 因 此 称 函数 (2) 为 代数 
函数 。 反 之 ,如 给 定 了 一 个 整体 解析 函数, 我 们 就 是 要 明确 它 是 不 
是 满足 一 多 项 式 方程 


2.1 两 多 项 式 的 结 式 


如 果 一 个 二 变数 的 多 项 式 P(w， 2) 不 能 表 为 两 个 不 等 于 常数 
的 多 项 式 之 积 , 则 称 这 一 多 项 式 是 不 可 约 的 , 两 多 项 式 卫 及 ,如 
果 它 们 除了 常数 之 外 没有 公 因 子 ， 则 称 这 两 多 项 式 互 质 ， 

下 面 一 个 定理 按 其 性 质 是 属于 代数 的 。 但 对 代数 函数 的 理论 
来 说 , 它 有 着 非常 重要 的 意义 , 所 以 我 们 在 这 里 仍 给 以 证 明 ， 

定理 3 六 Plw, 2) 及 Qlw, 是 两 个 孔 质 的 多 项 式 ， 有 


ns 


共 根 。 
设 呈 及 @ 均 按 久 的 降 署 排列 ,并 令 @(on 一 BC2)wm 十 … 十 
bm(z), 此 处 po(z) 不 恒 等 于 零 ， 如 以 久 除 一 则 得 一 商 及 一 余数 ， 
它们 都 是 wm 的 多 项 式 , 并 且 是 z 的 有 理 函 数 ， 我 们 建立 Hiaclid 思 
转 相 除法 如 下 ， 
和 ooP = goQ+ BR, 
cQ@ = qiRi+ Rs, 
cB = qaRs + Ras, (4) 
Cn-1Bs-2— gn- Pn_1 + Bs, 
此 处 gs 及 BR. 都 是 w, 2 的 多 项 式 , 而 cs 是 z 的 多 项 式 , 用 以 消除 
分 式 . Bs 的 几 的 次 数 是 递 降 的 , 而 Ru 则 是 z 一 数 的 多 项 式 . 如 
RB,(z) 恒 等 于 零 , 则 根据 因子 分 解 的 唯一 性 定理 ,从 (4) 中 的 最 后 一 
式 可 知 , Bs 将 能 被 Bz 的 任 一 不 可 约 因 子 所 除 尽 , 此 处 ,1 是 
w 的 正 竹 多 项 式 , 根据 同样 理由 , 逐步 推论 下 去 , 可知 所 有 的 Bs 以 
及 @ 与 已 都 将 被 同一 因子 除 尽 , 这 是 与 假设 矛盾 的 , 因为 Bz 是 
各 的 正 唉 多 项 式 , 因此 必 具 有 一 包含 w 的 不 可 约 因子 。 
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现在 设 Plwo, ?0) 一 0 及 Q@(wo, 20) 一 0， 将 这 些 值 代 入 (4)， 
得 肪 (wo, 20) 一 0, ,Bi_1(Wwo, 0) 一 0， 最 后 Blzo) 一 0， 但 因 
心 不 恒 等 于 零 ， 故 知 具有 有 穷 个 % 可 满足 这 一 条 件 , 从 而 定理 得 
证 。 


多 项 式 已 Co) 称 为 卫 及 @ 的 结 式 . 更 确切 地 说 , 如 要 结 式 能 。 


唯一 地 确定 , 则 必须 (4) 中 的 指数 o% 都 是 最 小 可 能 的 ， 实 际 上 , 定 
理 3 中 所 说 的 结 式 对 我 们 来 说 并 不 太 重 要 ， 这 一 定理 将 应 用 于 不 
可 约 多 项 式 P(w, z) 及 其 关于 名 的 偏 导数 Potw, 2)， 只 要 卫 关 
于 2 的 次 数 是 正 的, 则 两 个 多 项 式 是 互 质 的 , 我们 把 了 与 Pw 的 秆 
式 称 为 了 的 判别 式 . 对 于 判别 式 的 零点 %, 方程 PCw, w) 一 0 具 
有 重 根 ， 
最 后 ,应 当 注意, 任 两 互 质 的 多 项 式 卫 及 @ 的 结 式 及 (2) 可 写 
成 =pP 二 qQ 的 形式 , 此 处 pg 都 是 多 项 直 ， 这 可 直接 从 (多 式 
推 得 . 


2.2 代数 函数 的 定义 与 性 几 


我 们 现在 先 列 一 精确 的 定义 ， 
定义 8 如 果 一 个 整体 解析 放 数 地 的 所 有 十 数 元 素 ( 记 9) 在 


+s #4 0 ns 0 


“根据 而 数 关系 的 承 雪 性 我 们 只 要 假定 有 一 个 函数 元 素 满足 
方程 P(f(2), 2) 一 0 即 可 ， 因 为 其 他 的 函数 元 素 将 自动 满足 同一 
关系 。 我 们 还 可 以 假设 P(w, *) 是 一 不 可 约 多 项 式 , 设 P(w, ?) 
有 因子 分 解 卫 = PiP…P。 其 中 因子 P; 均 为 不 可 约 .、 对 于 任 一 
园 定 的 点 xsEQ, 等 式 Px(f(), 分 一 0 之 中 必 有 一 个 成 立 , 考察 一 
个 由 互 不 相同 的 点 EQ 组 成 的 序列 , 如 果 它 在 2 内 趋 于 一 极限 ， 
则 必 有 一 等 式 及 (fs 多) 一 0 对 无 穷 个 ;成 立 ， 由 此 可 知 ， 
P(f(z), 2) 一 0 这 一 特殊 关系 在 内 恒 能 满足 , 因此 必 为 了 的 所 
有 函数 元 素 所 满足 ， 据 此 , 我 们 可 随意 地 以 疡 代 卫 . 

此 外 ,还 不 难看 出 , 一 代数 函数 所 确定 的 不 可 约 多 项 式 了 P, 除 
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了 一 常数 因子 外 , 是 唯一 的 .因为 如 果 设 @ 是 一 本 质 上 不 同 的 不 
可 约 多 项 式 , 则 可 确定 结 式 BR(z) =PPT9Q8, 如 对 所 有 的 sEQ, 有 
P(f(2), 2z) 一 0 及 QCf(z), z) 一 0, 则 在 8 内 将 有 RC(z) 一 0, 但 这 
与 BR(z) 不 能 恒 等 于 零 矛 盾 . 注意 , 了 不 能 退化 成 仅 为 w 一 数 的 
多 项 式 ， 如 它 只 包含 有 w, 则 必 具 有 w 一 4 的 形式 , 于 是 函数 了 就 


”化 为 常数 4. 


其 次 ,我 们 来 证 明 ， 对 应 于 名 的 正 备 的 任 一 不 可 约 多 项 式 
了 PCw, z), 存在 一 代数 函数 . 设 

Plw, ¢) =0%0(2) w+ rs wi 二 (2). 
设 2 既 不 是 多 项 式 aolz) 的 一 个 零点 ， 又 不 号 卫 的 判别 式 的 一 个 


” 零点 , 则 方程 


> 下 z0) 一 0 
恰 有 9 个 不 同根 wa wa, …, ws 在 这 种 情形 下 有 下 面 引 理 成 立 ， 


(fa, 4), “"°y (fs, 4), 及 有 下列， 


(a) 在 4 内 , P(fs(2), 0 
(b) fi(%0) = ws 


多 项 式 P(w， 在 包 一 和 处 具有 章 兴 点. 确定 一 个 s>0, 使 
各 个 圆 盘 lw—wl<e 不 互相 交 迭 ， 并 以 0, 表示 图 jw —w| = 8, 
则 在 O 上 ， Pw, A 而 根据 幅 角 原理 , 有 


| P wo, 2 dw =l., 
D7 [#1 Plw, »o 


如 以 z 代 w%， 风 积 分 都 变 成 在 z。 了 # 的 连续 桥 
数 ， 自 于 它们 只 能 到 整 数值， 因此 必 存 在 一 邻 域 4, 使 得 对 于 所 有 
的 2E4 


1.f P,(w, 2) > 
三 | 3 2) co 于 


这 就 是 说 方程 P(w z) =0 在 圆 盘 |w 一 sw| <s 内 丛 有 一 个 根 ， 将 
这 一 根 记 为 7 根据 贸 效 计算 六， 其 值 为 
304， 


70 一 | 局 
这 一 式 玫 明 户 (o) 是 解析 的 ， 此 外 , fi(%) ws, 面 且 由 于 方程 
Plw, 匀 =0 恰 具有 冯 个 根 ,因此 得 (@)， 

由 引 理 1 立即 可 知 ， 对 应 于 多 项 式 了 , 存 窑 一 个 代数 函数 
事实 上 ,我 们 可 取 f 奖 函 数 元 素 (Ju 4) 所 确定 的 整体 解析 函数 ， 
其 中 任 一 4 的 心 吕 都 不 与 应 排除 的 有 穷 个 点 电 的 任 一 个 重合 . 此 
外 ,我 们 还 将 证 明 所 有 这 种 函数 元 素 属 于 同一 歼 析 函 数 ; 这 也 
就 证 明了 对 应 于 了 的 函数 f 是 唯一 的 。 为 此 ,首先 设 (f, 92) 是 一 
个 这 样 的 函数 元 素 ， 则 必 存 在 一 so E92, 它 不 与 任 一 应 排除 的 点 
重合 ; 对 于 这 一 ‰， 确定 一 对 应 的 4 对 于 zE0, 由 于 PP(f(2)， 
2) 一 0, 由 (0) 可 知 , 在 4N19 的 每 一 点 上 f(z) 必 等 于 某 一 iC). 但 
这 样 一 来 , f(z) 将 在 的 任 一 邻 域 的 无 穷 多 个 点 上 等 于 同一 
所 (2), 因 此 (f, 9) 必 属于 (fi, 4 所 确定 的 整体 解析 函数 

令 排 除 的 点 为 cw om …, cn. 现在 来 证 明 ， 凡 满足 方程 
P(f(z), z) 一 0 的 函数 元 素 (f, 8) 可 沿 着 任 一 不 过 点 % 的 缴 延 
拓 和 ， 因 为 如 果 不 如 此 , 则 将 存在 一 弧 Y[a, 39], 使 得 一 给 定 的 起 始 
芽 可 沿 所 有 的 子 弧 7[a, 7], 7<b 而 不 是 沿 整 个 弧 延 折 ， 置 加 一 
Y(5), 根据 引 理 1 确定 一 4, 并 选 定 使 当 #E [z, 站 时 , Y(t) € 
4. 应 用 上 面 的 同样 理由 可 证 , 沿 着 y[6, 中 延 拓 而 得 的 芽 7(7) 必 
由 函数 元 素 ( 疡 4 之 一 所 确定 .但 这 样 一 来 , 它 必 可 灌 着 所 有 引 
至 》 的 路 径 延 拓 , 从 而 得 出 矛盾 . 

但 迄今 为 止 ,我 们 还 没有 证 明 所 有 的 元 素 (fi, 4) 属于 同一 整 
体 解 析 函 数 。 要 作 这 一 部 分 的 证 明 , 必须 先 详细 研究 一 下 临界 点 
Cx 上 的 性 态 . 


2.3 临界 点 上 的 性 态 


上 面 讨论 中 一 直 被 排除 的 点 op 是 卫 的 首 项 系数 9o(%) 的 零点 

及 判别 式 的 零点 ， 人 逸 定 5, 使 圆 盘 |* 一 | < 二 不 包含 cz 以 外 的 其 

他 临界 点 。 在 这 一 加 盘 中 ,固定 一 点 和 ou 并 在 这 一 点 选 定 一 革 
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《六 和 ,这 一 丁 可 沿 着 有 孔 圆 盘 中 所 有 的 弧 延 拓 ， 此 外 , 如 采 这 
一 芽 沿 着 过 各 而 以 ox 为 圆心 的 圆 O 延 拓 ， 则 最 后 必 回 到 芽 (7 
zo)。 由 于 这 种 分 支 的 数目 只 能 是 有 限 的 , 故 知 , 必 存 在 一 最 小 正 

整数 ws<w 能 使 沿 卷 .的 延 折 网 到 起 始 区 ju， 人) 根据 工 .6 节 
的 基本 结果 ,有 2-Ce=E" ，， oases 一 ocued 


FF)= FAR tO) = 
fi(2) = DB Ae— ) 计 ec v5” 出 


先 设 mw 不 是 C2) 的 一 个 零点 ， 则 当 z->6x 时 , (2) 将 保持 
有 界 、 实际 上 ， 只 要 六 (的 尖 0, 方程 POCfi(%), 一 0 可 写成 如 下 
形式 ， 

Go(%) oe) f(g) + a 8) fe) "= 0. (6) 
如 果 天 (2) 无 界 , 则 将 存在 点 列 和 如 一 0 而 《zn)->oo. 代 入 (6) 将 得 
(sn) 一 0， 这 与 mex) 关 0 的 假设 矛盾 。 由 此 可 知 展开 式 (5) 只 包 
仿 正 数 笑 ,而 AO 在 o 处 至 多 具有 一 寻常 代数 奇 点 . 
现在 我 们 研究 ao(cx) =0 的 情形 、 设 零点 的 重 数 为 m,， 那么 
lm go(#) 一) 天 0. 从 (6) 可 得 
Go(%) 8 一 0 "+ og) (2— Op) 全 六 (2 十 
十 mr 人 2) (2— 068) "fl2) 一 0 
如 果 表 达 式 .Pie (% 一 0w)" 无 界 ， 则 仍 将 引出 了 矛盾。 象 在 工 ,7 节 中 
一 样 , 令 


F(t) =D hb, 


并 知 了 了 (5)L™ 是 有 界 的 ， 因 此, CE) 具有 一 至 多 为 mh 阶 的 极 
点 ; 而 fi(%) 在 @ 处 至 多 具有 一 代数 极点 ， 或 者 在 特殊 情形 下 , 具 
有 一 寻常 代数 奇 点 . 
最 后 , 2 二 co 上 的 性 态 也 有 必要 讨论 一 下 ， 很 容易 看 出 , 形 如 
下 式 的 展开 式 ， 
f(s) =B hon 


在 oo 的 一 个 邻 域内 成 立 ， 设 多 项 式 mw(2) 的 次 数 为 办 ( 便 等 于 零 
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的 系数 不 在 讨论 之 内 )， 取 一 整数 m, 使 得 
mm> 基 (re 一 各 hl (0) 


可 以 断言 , 当 % 一 20 时 , 及 (%)#-” 必 有 界 . 因为 否则 , 对 于 一 个 趋 
于 co 的 序列 , 将 有 fi(z) -wr 一 0。， 这 意味 着 户 (2) wr*->0, 而 根 
据 (7), 对 于 b>1, 将 有 天 (2) ->0, 如 以 2 乘 (6) 式 , 则 所 
有 的 项 除 首 项 外 都 将 趋 于 零 . 这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 知 户 (O) 在 co 
处 至 多 具有 一 代数 极点 . 

总 结 上 面 所 说 ， 我 们 已 证 明了 一 个 代数 函数 在 扩充 平面 上 至 
多 具有 代数 奇 点 ， 现 在 我 们 来 证 明 这 一 叙述 的 逆 ， 为 了 建立 一 逆 
定理 , 主要 的 是 要 加 上 一 种 假设 ,使 得 在 一 给 定点 上 只 有 有 穷 个 分 
支 。 

设 f 为 一 整体 解析 函数 ， 对 于 每 一 个 c, 设 有 一 个 以 。 为 圆 
心 的 有 和 孔 圆 盘 4 存在 ， 使 得 f 的 定义 于 一 点 saE4 的 所 有 芽 都 能 
沿 着 4 内 任 一 弧 延 拓 ， 并 在 。 处 具有 代数 的 特征 ， 这 一 假设 对 
6 一 co 也 适合 ,此 时 4 是 一 加 的 外 部 ， 此 外 , 对 于 一 4 必须 假设 
% 处 的 不 同 芽 的 个 数 是 有 限 的 . 

由 于 扩充 平面 可 用 有 穷 个 国 盘 4 来 这 六 (图 心 也 包括 在 内 )， 
因此 只 有 有 穷 个 点 可 以 是 实际 的 奇 点 ; 把 这 些 点 记 为 6。 容易 
证 明 在 任 一 点 2 站 cw 处 的 芽 的 个 数 是 一 常数 ,因为 每 一 个 这 样 的 点 
具有 一 邻 域 , 在 其 中 的 所 有 芽 都 是 单 值 的 ,而 且 可 在 整个 邻 域内 
延 拓 ， 由 此 可 知 , 恰 具 有 % 个 芽 的 点 z 的 集合 是 开 集 (n 可 为 有 穷 
或 无 穷 )， 由 于 扩充 平面 减 去 点 ee 后 是 连通 的 , 因此 这 些 集合 中 
只 有 一 个 是 不 空 的 ,因此 %% 是 一 常数 ， 由 候 设 知 这 一 常数 不 能 为 
无 穷 大 ,同时 它 也 不 能 等 于 零 ， 因 为 如 果 它 等 于 零 ， 则 了 就 成 为 空 
的 函数 元 素 集合 了 . 

现在 我 们 可 把 任 一 点 x 天 cw 上 的 分 支 记 为 有 (8), …, (2)， 
但 次 序 仍 是 未 定 的 ， 作 请 (2) 的 各 个 初等 对 称 函 数 , 也 就 是 说 , 作 
出 多 项 式 

Cw—fil2)) C0—falz)) ew —fnls)) 
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的 系数 ， 这 些 系数 都 是 z 的 单 值 函 数 , 而 且 显然 在 除了 可 能 的 弧 
立 奇 点 wm 以 外 , 到 处 是 解析 的 ， 当 * 趋 于 mw 时 , 每 一 户 (g) 至 多 象 
|z 一 cx| 的 负数 次 乘 袁 一 样 ,向 无 穷 大 增 大 . 因此， 初等 对 称 函 数 
也 具有 这 样 的 性 质 。， 由 是 可 知 所 有 的 孤立 奇 点 , 包括 无 穷 远 处 的 
一 点 在 内 , 至 多 不 过 是 些 极点 ,所 以 初等 对 称 函 数 必 都 是 z 的 有 理 
函数 ， 铅 它们 的 公分 母 为 60(%)， 则 所 有 分 支 4(%) 必 满 足 一 多 项 
式 方 程 
Go UW + Be) WT ong) = 0, 

这 就 证 明了 于 是 代数 函数 。 

现在 就 很 容易 解决 2.2 节 中 还 没有 解决 的 问题 ， 设 函数 元 素 
(f, 2) 满足 方程 PC ?) 一 0, 此 处 卫 是 不 可 约 的 , 关于 ww 的 
次 数 是 mn。 则 对 应 的 整体 解析 函数 于 只 具有 代数 奇 点 及 有 穷 个 分 
支 。 根据 上 面 的 证 明 ， f 应 满足 一 多 项 式 方程 ,其 次 数 等 于 分 支 个 
数 . 因此 它 将 满足 一 个 次 数 不 能 较 高 于 % 的 婚约 方程 .但 它 所 能 
满足 的 唯一 既 约 方程 为 PC(w, z) 一 0, 它 的 次 数 是 %n。 所 以 分 支 个 
数 恰 为 mw 这 就 证 明了 了 (wz) 一 0 的 所 有 人 解 都 是 同一 解析 函数 的 
分 文 ， 

总 结 上 述 结果 , 可 得 ， 

定理 a 于 至多 县 有 一 
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通常 我 们 也 这 样 说 一 个 底细 方程 PC 芭 一 0 定义 -代数 有 
线 . 代数 出 线 的 理论 是 代数 学 和 函数 论 中 一 高 度 发 展 的 分 枝 . 我 
们 只 能 在 这 里 提 一 混 函 数论 方面 的 最 初等 部 分 . 


习 题 


试 确定 代数 函数 w? 一 3ws 十 2 共 =0 的 奇 点 的 位 置 和 本 质 。 
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3 .Picard 定 理 


在 这 一 节 中 我 们 要 证 明 Picard 的 著名 定理 , 它 断 言 ,一 个 整 
函数 遗漏 的 至 多 是 一 个 有 穷 值 ， 我 们 将 按 本 质 前 途径 ， 使 用 模 函 
数 和 (T+) (第 7 章 第 3.4 与 3.5 节 ) 作为 单 值 性 定理 (第 +.6 节 ) 的 
， 一 个 应 用 来 证 明 这 定理 。 这 是 Picard 自己 的 证 明 ， 现在 已 有 很 
多 其 他 的 证 明 , 它们 只 需要 较 少 的 准备 , 因而 可 说 是 更 为 初等 的 ， 
但 没有 一 个 证 明 象 愿 证 明 那 样 深刻 透彻 . 


3.1 空隙 值 


复数 4 称 为 函数 ,Fe) 的 一 个 空 附 值 , 如 果 在 有 定义 的 区 域 
中 了 (x) 天 gg。 例如, 0 是 在 整个 平面 中 的 一 个 空 险 值 . 
定理 5 (Picard) 具有 不 目 一 个 空隙 信 的 整 本 次 必 化 为 一 个 
我 们 记得 , 一 个 整 荔 数 就 是 在 整个 平面 中 都 解析 的 机 数 ， 如 
果 a 与 5 是 不 同 的 有 穷 值 ,并 设 f(%) 对 所 有 的 z 都 不 等 于 5 与 
我 们 要 证 明了 (8) 是 一 个 和 常数， 考察 广 (8) 一 (了 (8) 一 9)/ (5 一 0). 这 
一 阔 数 是 一 个 怠 函 数 且 0 与 1， 如 果 户 是 常数 , 那么 了 也 是 . 所 
以 我 们 完全 可 以 从 一 开始 就 假设 4 一 0, 2 一 二 
我 们 将 定义 一 个 整体 解析 函数 h, 它 的 函数 元 素 (%, @) 具有 
下 列 性 质 : 对 于 2E2，ImAp(o)>0 和 区) 一 7。 这 里 和 (z) 是 
第 7 章 第 3.5 节 定 义 的 模 函 数 , 我 们 要 证 明了 上 可 以 沿 所 有 路 线 延 
拓 .， 由 于 平面 是 单 连通 的 , 故 由 单 值 性 定理 知 ; h 定义 一 整 丽 数 
h(g)，、 由 于 %(z) 的 所 有 值 都 在 上 半 平 面 内 ,所 以 ?是 有 界 和 的 . 根 
据 Liouville 定理 , h 必须 化 为 常数 , 因而 (8) 一 A 以 (28)] 也 是 常 
由 第 了 章 的 定理 了 , 在 上 半 平 面 内 存在 一 点 To 使 得 和 (70)= 
了 (0)、 由 于 入 () 友 0. 由 同一 定理 ,存在 入 的 一 个 局 部 道 , 定义 在 
fA(9) 的 一 个 邻 域 4 中， 记 为 5", 以 下 列 条 和 件 为 标志 ， 在 4 中 
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和 (5 (oo)] =w, 且 
ML[f0)] 一 To， 

根据 连续 性 ， 有 原点 的 一 个 邻 域 2 在 其 中 Je)E4o, 因而 可 以 
在 2o 定义 有 h(x) 一 M1[f(z)]， 以 表示 将 函数 元 素 (5820) 按 一 
切 可 能 途径 延 拓 而 得 到 的 整体 解析 通 数 . 

现在 必须 证 明 元 素 (%, 00) 可 以 沿 所 有 路 线 延 拓 ， 而 且 Imh 
保持 为 正 ， 如 果 情 况 不 是 这 样 , 我 们 可 以 找到 一 条 路 线 y[0, 刀 ]， 
使 得 对 任何 #< 刀 六 可 以 延 拓 , 而 且 Im 太一 直 保持 为 正 , 然而 , 在 
ti 一刀 时 ,或 者 于 不 能 延 拓 , 或 者 Imz[7y( 芒 ] 趋 于 0. 我们 在 上 半 
平面 可 以 确定 一 个 值 ru 适合 M72) 一 FI7a)]， 和 一 个 局 部 道 

和 它 定 义 在 f[y()] 的 一 个 邻 域 鱼 中 ,使 和 1(f[y 的 ]) = 
令 2 是 7 但 ) 的 一 个 邻 域 ， 在 其 中 f(z) E41, 并 选 妇 < 所 使 得 对 
于 t€ [és, 志 ， 有 7Y( 旭 EQ， 我 们 知道 A7T) 在 7=h[y(t5)] 与 
v=AT(f[y(to)]) 有 相同 的 值 f[Ly(ta)J]、 因 此 , 由 第 7 章 定理 8， 
在 间 余 子 群 mod2 中 存在 一 个 模 变 换 58, 使 得 
S[A Cf [Y(t])] = hy (to)]. 

现在 用 加 (%) SEMA(f(z))] 在 Q1 中 定义 加 最 见 (24, 03) 是 
在 妇 时 的 一 个 延 拓 ， 它 满足 入 Ch(%)) 一 f(z 和 Im 加 >>0。 我 们 得 
出 结论 : h 确实 可 以 沿 所 有 路 线 延 拓 ， 由 此 ， 正 如 我 们 已 指出 的 ， 
立即 得 到 Pioard 定理 ， 

我 们 如 此 费力 地 作出 了 证 明 的 细节 , 无 非 是 要 读者 相信 , 单 值 
性 定理 在 证 明 中 起 着 和 模 函 数 同 祥 本 质 的 作用 。 


4 线性 微分 方程 


整体 解析 函数 的 理论 可 用 以 研究 常 微分 方程 的 复数 解 ， 而 且 
具有 相当 高 的 一 般 性 , 在 所 有 微分 方程 中 ,线性 方程 是 最 简单 而 最 
Em. ?和 性 方 天 有 下 形式 


aos) Ww omy) 0 2 4 (wb(s). (8) 
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式 中 系数 (ze) 及 右边 的 5(%) 都 是 单 值 解析 函数 、 为 了 处 理 简 单 
起 兄 ， 我 们 只 限于 讨论 这 些 函 数 定 义 于 整个 平面 的 情形 ;， 也 就 是 
说 , 假定 它 uu 方程 (8) 的 一 个 解 是 一 刺 体 解析 函数 
£, 满足 恒 等 


pp afernt Ho fab (9) 

我 们 已 经 说 明 , 这 是 一 个 有 意义 的 方程 ,而 且 只 费 下 的 函数 元 
素 (j， 8) 满 足以 了 代 主 而 得 的 对 应 方程 , 则 (9) 式 必 成立 ， 具有 
这 一 性 质 的 函数 元 素 称 为 局 部 解 ， 

熟悉 实数 情形 的 读者 将 希望 方程 (9) 有 % 个 线性 独立 的 解 .在 
我 们 只 研究 局 部 解 的 时 候 情形 确实 如 此 ， 但 现在 我 们 须要 求 出 不 
同 的 各 个 局 部 解 ,它们 可 以 是 同一 个 整体 解析 函数 的 不 同 元 素 . 换 
言 之 , 在 复数 的 情形 , 问题 的 一 部 分 是 找 出 各 局 部 解 互 为 解析 延 拓 
的 情况 . 

方程 (8) 称 为 齐 次 方程 , 如 果 btz) 恒 等 于 零 . 这 是 非常 重要 
的 一 种 情形 , 也 是 我 们 这 里 所 要 讨论 的 唯一 情形 。 我 们 还 可 以 假 
设 系 数 wx(s) 不 具有 公共 零点 ; 事实 上 , 如 为 是 一 个 公共 零点 ， 则 
所 有 系数 可 以 除 以 x 一 %, 而 解 保持 不 变 ， 如 我 们 所 要 研究 的 是 系 
数 为 半 线 函数 的 方程 , 则 从 一 开始 便 可 以 co(2) 遍 除 (8) 式 ， 反 之 ， 
如 所 给 方程 具有 半 纯 的 系数 , 则 每 一 系数 可 写成 二 整 画 数 之 商 ; 乘 
上 公分 母 以 后 即 得 一 与 整 系数 方程 等 价 的 方程 。 因此 , 方程 的 系 
数 是 否 有 极点 ,就 无 关 重 要 . 

如 ww 一 1， 则 方程 (8) 具 有 显 解 

如 一 6 -人 全 

这 样 ， 问 题 只 在 于 确定 积分 的 多 值 性 ， 这 是 前 面 已 经 讨论 过 的 问 
题 . 而 在 mn 一 2 时, 则 却 具有 一 般 情形 的 特 狂 。 据 此 , 我们 只 要 讨 
论 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 就 够 了 、 


44.1 寻常 点 


”一 点 各 称 为 微分 方程 
- Go( 的 3200 二 cd 人 十 oa 人 200 一 0 (10) 
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的 寻常 点 , 当 且 仅 当 ao(z0) 克 0， 这 里 须 到 证 明 的 主要 省 理 是 下 面 
的 


oa 
a 


* » ee .0 +» +。 


后 司 磺 如 下 形式 
Ww" p20 oo (11) 
此 处 (eg)= 一 Mao gz) 一 -oafao。， 定 理 的 假设 表明 ,2(z) 及 
9 (2) 在 的 一 个 邻 域 内 解析 ;为 了 方便 起 见 ， 可 取 各 一 0、 令 p(%) 
及 gq(s) 的 Taylor 展开 为 
加 (2) 一 Do 十 2 十 … 十 和 2 十 (19) 
9(z) 一 go 十 0 十 … 十 人 oz 十 
为 了 解 出 方程 (11), 可 用 未 定 系数 法 . 如 定理 正确 则 方程 
的 解 ww 一 f(z) 必 有 Taylor 展开 
f(z) = bo+ 0 二 十 D2 十， (18) 
其 系数 满足 条 件 : 
203 一 Di2o 十 pogo， 
62s 一 2032o 十 D421 十 000 十 Do01， 
n(n Db nD apt (mab smt. 
十 Dipn-2 十 Da-296 十 bs_341 十 十 Coqn_s, 

这 就 证 明了 唯一 性 .余下 的 就 是 要 证 明 等 式 (14) 可 引出 具有 正 芍 
收敛 半径 的 震级 数 (13)， 于 是 ,通过 容许 的 各 项 运算 如 逐 项 微分 、 
相 乘 、 重 行 排列 等 就 可 知 ( 坞 ) 是 方程 的 一 个 解 , 具有 所 需 的 初始 值 
三 及 外 

”由 于 级 数 (12) 具 有 正 的 收敛 半径 , 故 根据 Cauchy 不 等 式 , 存 
在 常数 Wu 及 re>0, 使 得 
[pn | < Mora”, 
gsl < Mors”, (5) 
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为 了 证 明 (d48) 也 具有 一 正 的 收敛 半径 ,我 们 只 要 证 明 ， 在 妈 及 7? 
欧 适 当选 择 下 , 成 立 类 似 不 等 式 
12 二 了 Er (16) 

即 可 ， 

现在 对 % 用 归纳 法 来 证 明 (16). 首先 , (16) 对 n=0 及 n=1 必 
成 立 ; 据 此 得 到 条 件 |po| 委 开 ， | 半生 Wey 这 些 条 件 对 于 足够 
大 的 到 及 充分 小 的 了 成 立 . 设 (16) 对 所 有 小 于 名 的 下 标 正确 .为 
了 简化 计算 手续 , 令 7<ro; 则 从 一 般 方程 (14) 立 即 可 得 估 值 ; 

n(n—1) [ba <MMUMoTH+2I+ + no Tr nail)r 


= MMo [人 3 -+n—1)r? he. 

于 是 得 ”15，| <MM(S + Or "MM (St )r, 
只 要 以,(7/2 十 7?)<1, 即 得 (16)， 容 易 看 出 , 这 一 关系 以 及 前 面 
的 一 些 条 件 对 所 有 充分 小 的 7 都 能 得 到 满足 ， 定 理 证 毕 . 

特别 是 ， 存 在 局 部 解 foCz) 及 及 (2), 满足 条 件 : fo(z) 一 1， 
(ww) ==0, fi(zo) =0, fi(m) 一 4。 由 于 唯一 性 , 故 知 具有 初始 值 
bo, bh 的 解 必 为 1(z) 一 bofolz) 十 bif1(%)。 因 此 ,每 一 局 部 解 必 为 
folz) 及 有 (2) 的 一 个 线性 组 合 ， 而 且 解 fo(z) 及 f(z) 是 线性 无 关 
的 ， 这 是 因为 如 果 5ofo(z) 十 bf1(z) 一 0, 则 令 z=wo 可 得 bo 一 0， 
而 由 于 所 (2) 不 能 恒 等 于 零 , 故 必 bi 一 0， 
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1. 求 ==sw 的 两 个 线性 独立 解 在 原点 岩 近 的 赛 级 数 展开 式 ， 
2. Hermite 多 项 式 定义 为 五 As) 二 (一 1)"e"(dnydsr) (e-”)， 求 证 
五 ,(#) 是 方程 ww" 一 2 gw'-+2nw ==0 的 一 个 解 . 
.2 正则 奇 点 
使 so(so) =0 的 任 一 点 zo 称 为 方程 (10) 的 奇 点 。 如 方程 写成 
Gd) 的 形式 , 则 这 一 假设 就 表示 pk) 或 g(%) 在 处 具有 一 极点 ， 
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因为 我 们 仍 设 (40) 中 的 记 有 系数 不 具有 公共 零点 . 

奇 点 有 各 种 不 同 的 类 型 . 现在 先 研究 最 简单 的 情形 , 设 mo(z) 
具有 一 单 零点 .在 这 一 假设 下 , 函数 p(%) 及 9(z) 至 多 不 过 有 单 极 
点 ,如 取 = 一 0 则 它们 的 Laurent 展开 具有 下 列 形 式 ; 


Pp(%) = 十 po 十 DZ 十 …， 


gG) = gt gt 


2 
如 在 (11) 式 中 , 作 代 换 
如 一 Do 十 042 十 Daz2 十 
比较 系数 后 可 得 
一 2 一 0oga， 
2(1—p-_1)0a= bipot bg-1+ bogo, 
n(n—1—p_1) bn— (Nn—1)0,_1p0t+ (mn —2) 0 sn. 
十 ign-ai Orn-_19-1 二 On_a90 十 … 十 Doqn.2, 
. 这 一 组 关系 式 与 (14) 有 着 本 质 上 的 区 别 、 首 先 , 只 有 加 可 任 
意 渤 择 ， 因 此 ， 用 这 一 方法 至 多 可 得 一 个 线性 独立 解 ， 其 次 ， 如 
2-_i=-0 或 等 于 一 正 整 数 , 则 方程 组 (17) 或 者 没有 解 , 或 者 加 之 一 
可 任意 选择 . 
设 p-1 不 等 于 零 或 正 整数 ， 我 们 来 证 明 ， 所 得 短 级 数 能 有 :一 
正 的 收敛 半径 。 仍 象 前 面 一 样 , 应 用 估 值 (15), 令 Mz>ilboi, 并 
设 (16) 对 小 于 % 的 下 标 成 立 。 更 设 " 私 "o， 风 得 
nln—1—p-1|*. |0,| 
<Ur™ {Mm [< r+(n~1)r|+ [gslr |. 


只 要 (rw 一 1)/|n 一 1 一 p-z| 有 界 ， 则 对 于 所 有 的 mw 下 列 不 等 式 成 
羡 ; 


(17) 


(60,| < Mr-"C Ar Br?), 
对 于 足够 小 的 *, 这 一 式 较 强 于 (16) 式 , 从 此 ,收敛 性 得 证 . 
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正 象 上 面 所 指出 的 ,这 一 结果 是 属于 预备 性 质 的 ， 我 们 的 实 
际 日 的 是 要 在 加 点 处 有 一 正则 奇 点 的 情况 下 解 出 方程 (11). 所谓 
正则 奇 点 就 是 指 p(o) 在 和 处 至 多 具有 一 单 极点 ,而 g( 罗 在 和 处 至 
多 具有 一 二 阶 极点 . : 

在 这 种 情况 下 ， 和解 的 形式 应 为 w~z*g(), 此 处 g(a) 在 点 
s( 一 0) 解 析 而 且 关 0， 将 这 一 解 代入 CH) ,经 运算 后 可知，g(e) 几 
满足 如 下 的 微分 方程 


(9p 一 宕 ) f+(q+ 哇 -公营 )y (18) 


对 于 任意 的 a, 这 一 式 与 原来 方程 同型 ， 因 此 不 能 有 什么 帮 
助 . 但 是 我 们 可 以 选择 w 使 9 的 系数 只 具有 单 极点 。 如 果 9(2) 
具有 展开 式 


g) = + 


则 a 应 满足 二 次 方程 

ola—1)—p-_i0— gsa=0, (19) 
这 .一 方程 称 为 指数 方程 (indicial equation)。 对 于 这 样 的 w 由 上 
面 预备 性 的 结果 可 知 (11) 具有 形 如 sz*g(%), g(0) *0 的 解 ， 只 要 
2 一 2a 不 为 非 负 整 数 ， 

设 (19) 的 根 为 mm 及 om， 则 om 十 oa 一 2-4 十 二 或 mm 一 习 一 D-i 一 
2a 十 1， 因 此 当 且 仅 当 ow 一 og 等 于 一 正 整 数 时 az 是 例外 值 ; 根据 ， 
对 称 性 ， 当 0% 一 oz 是 一 负 整 数 时 ,os 是 例外 值 。 所 以 如 果 指 数 方 
程 的 两 根 不 差 一 整数 , 则 可 得 两 个 解 sgi(2) 及 x*ga(2), 它们 显 
然 是 线性 独立 的 。 如 两 根 相等 或 相差 一 整数 , 则 只 得 一 个 解 . 

定理 7 如 so 为 方 各 (0) 的 一 正则 奇 点 ， 人 


ae 
0 


* so $5 0 1 + @ 0 @ «0 ee 。 


如 已 知 一 解 ， 则 与 这 一 解 线性 无 关 的 另 一 解 就 不 难 求 册 ， 求 第 
®315。 


二 解 的 方法 属于 微分 方程 的 专著 的 范围 , 这 里 就 不 多 述 了 。, 至 于 
非 正则 奇 点 的 情形 ,在 本 书 中 也 无 法 讨论 


习 题 


I。 求证: 方程 红 一 名)w 一 280 十 nC 十)w 一 0 (为 一 非 负 整数 ) 的 解 
为 Legendre 多 项 式 


Pn) =( 


gr ) el)". 
23， 试 确定 方程 
p28+1)w"— 22w'+w—0 
的 两 个 线性 独立 解 , 其 一 近 0， 其 另 一 近 ~1. 
3. 求证 Bessal 方程 fw” 十 w 十 sw 一 0 的 解 是 一 整 函数 ， 并 确定 其 寡 级 
数 展开 . 


4.3 无 穷 远 点 附近 的 解 


如 qo(2)， qx(z)， qs(%) 都 是 多 项 式 ， 我 们 来 研究 解 在 oo 的 邻 
域 中 的 性 态 ， 处理 这 一 间 题 的 最 简便 方法 是 作 变 数 变 换 2 二 4/2, . 
由 于 


dw _ » dw 

pr -2 -7 

dao pe dW ge mp 
dr + dr 


因此 ,方程 (11) 变 为 

271279( 加 )) 贸 +20 (ZB)% 20) 
如 果 点 =0 是 方程 (20) 的 一 寻常 点 或 正则 奇 点 , 则 点 oo 将 是 方 
程 (11) 的 一 个 寻常 点 或 正则 奇 点 。 因此, 如果 方程 (11) 中 的 各 系 
数 在 2 一 0 处 有 一 可 去 奇 点 , 则 点 oo 就 是 一 寻常 点 ; 而 根据 定义 ， 
这 就 等 于 说 一 (2z 十 zp(z)) 及 wg(%) 在 co 有 可 去 奇 点 .同样 , 如 
果 这 些 冰 半分 别 在 co 至 多 有 一 单 极点 及 二 阶 极点 ， 则 oe 是 一 正 
则 奇 点 . 
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现在 来 确定 具有 极 少数 奇 点 的 方程 . 如 ce 为 一 寻常 点 ， 则 
9(%) 至 少 应 具有 四 个 极点 , 除非 9(%) 三 0， 在 后 一 情形 , p(z) 只 能 
有 一 极点 ,如 以 这 一 极点 置 于 原点 , 则 必 有 pl) = 一 2/%， 对 应 方 
程 


的 通 解 为 w= az-! 十 b. 

如 Y(s) 不 恒 等 于 零 ， 则 只 能 有 两 正则 奇 点 ， 显 然 我 们 可 将 这 
两 奇 点 置 于 0 及 oo, 这样, 即 得 <e 是 正则 奇 点 的 情形 .如果 具有 
一 有 限 奇 点 , 设 这 一 奇 点 在 原点 , 则 必 有 %(2) 一 4A/%, q(2) 一 再/22. 
如 另 选 一 些 常 数 , 则 方程 可 写成 

2 一 (ax 十 B 一 1)sao 十 cm 一 0. (21) | 
这 一 方程 有 解 w 一 x*, ww 二 ww， 此 处 a 及 B 显然 是 指数 方程 的 两 
根 、 如 a=B, 则 必 尚 有 另 一 解 。 为 了 求 出 这 一 解 ,可 将 (21) 式 写 
成 符号 形式 


( 2 也 -dj w=0, 
并 以 =r 到 V 代入 ,得 
(: Ea) es 


ps a 
(: 琶 中 er-en 六 (: 要) 


方程 ( * 名 ) 到 =0 显然 有 解 本 =og2 因此 ，(21) 式 的 所 求解 
为 4 一 和 拓 log2. 


”4.4” 超 比 微分 方程 


上 面 说 明 具 有 一 个 或 两 个 正则 奇 点 的 微分 方程 具有 平凡 解 . 
只 有 在 引入 第 三 个 奇 点 时 可 得 一 新 的 重要 的 解析 函数 类 . 

很 明显 ， 二 阶 线性 微分 方程 经 变数 的 线性 变换 后 变 成 同一 类 
”型 的 方程 ,其 奇 点 的 特征 仍 保持 不 变 ， 因 此 ,我 们 可 以 把 方程 的 三 
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个 奇 点 选择 在 预定 的 一 些 点 上 , 而 最 简单 的 就 是 选 定 在 0, 上 及 ce 
上 . 

如 方程 wp(%)w + gz) 
只 在 0 及 工 处 具有 有 限 正则 奇 点 , 则 必 有 


Pp(2) =4+- 2 +P(), 


40 -+ tt + 
此 处 P(z) 及 Q@(z) 都 是 多 项 式 . 为 了 使 ce 处 的 奇 点 是 正则 奇 点 ， 
在 co 处 , 灾 十 2 pk2) 必须 至 多 具有 一 单 极点 而 #4q(z) 至 多 具有 一 
二 阶 极点 。 根据 这 些 条 件 , P(z) 及 Q@() 就 必须 恒 等 于 零 , 而 关系 
了 D+ 了 了 =0 必 成 立 ， 这 些 条 件 显然 是 唯 有 的 条 件 , 因此 可 把 p(2)、 
g(z) 的 表达 式 重 写成 如 下 形式 ， 


pl) = 和 + 


zi’ 


5 ne EEE DE 
原点 的 指数 方程 为 
cl(a~—1)= Act+O. 
因此 ,如 这 一 方程 的 根 为 oa 则 得 4=oa 二 oa 一 二 O = 一 oc. 
同 理 , B= 十 Bs 一 1 加 = 一 BiBa, 此 处 Bi 及 Bs 是 点 1 的 指数 
方程 的 两 根 ， 为 了 列 出 ce 处 的 指数 方程 ,注意 , 一 (2 十 z2p(8)) 及 
ztq(z) 的 首 项 系数 分 别 为 《2 十 4 十 B 及 0O 一 D+ 及， 因此 oo 处 
指数 方程 的 根 yz ?3 满足 关系 yi 十 ya= 一 4 一 B 一 及 y1ya 一 一 C 
十 DD 一 召 ， 从 此 得 到 关系 
aotaat+B1it+Bat+ y+ y=1, (22) 
于 是 方程 可 写成 如 下 形式 ， 
mf/ i os 一 后 一 Ba 
To 
+ (ee 加 a Ys 十 CE )u=o0. (28) 
为 了 避免 例外 的 情形 , 可 设 差 as 一 m4, Bs 一 Bi, Ys 一 yi 中 没有 
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一 个 是 整数 ， 我 们 的 下 一 步 就 是 要 简化 方程 (28)， 在 4.2 节 中 我 
们 已 经 证 明 , 对 于 9(z) 米 说 , 代 换 w=z2g(%) 确定 了 一 个 类 似 的 微 
分 方程 , 那 就 是 方程 (18)， 由 于 原来 的 方程 具有 形 如 w=2*gi(2)， 
ww 一 ”ga(%) 的 解 ， 故 知 变换 而 成 的 方程 (18) 必 有 形 如 g(%) = 
gi(z) 及 gl%) 一 29**ga(z) 的 解 。 因 此 (18) 的 指数 方程 应 有 根 
ot 一 ,09 一 a， 这 也 可 直接 从 计算 中 得 证 。 同时， 对 应 于 ce 处 奇 
挟 的 根 从 ya， Ya 变 至 i 十 % Ys 十 %。 应 用 同样 方法 可 析出 一 因子 
(zg 一 1)4, 并 知 所 得 方程 的 指数 在 荆 处 者 应 减少 B, 而 在 co 处 者 应 
增 大 B68。 和 自然 的 选择 是 令 a=or, B= Bs， 因 此 最 后 方程 的 六 个 指 
数 分 别 为 0, a 一 1, 0,， Ba 一 Bi Yi 十 ai 十 Bi Ys+oi 十 Bi 为 了 符 
合 于 延 用 已 久 的 约定 起 见 ， 可 令 4=oi 十 Bi 十 Yi 8 一 Qt 十 Bi 十 ya, 
c 一 1 十 4 一 ca， 由 关系 (22) 得 c 一 4 一 0 一 Bs 一 Bl。 因此 , 新 的 微分 
方程 变 为 


1 ,fc ,1—etat+b\, GD 加 
人 +( 人 + 2 一 十 )+ 多 (2 一 卫 ) 00， 
或 者 , 经 简化 后 , 得 
zsC1—¢)w"' 十 fe 一 (CE 十 0 十 巧 避 2 一 580 一 0. (24) 
这 一 方程 称 为 超 比 微分 方程 , 上 面 已 经 证 明 , 方 程 (23) 的 解 就 等 于 


6 十 0 一 6 不 为 整数 
可 以 证 明 , 方程 (34) 具 有 一 个 形 如 w= 习 4ue" 的 解 ， 如 果 将 
这 一 宕 级 数 代入 《24)， 通 过 简单 计算 可 知 方程 的 系数 应 满足 下 列 
递 推 关系 ; 
(n+1) (十 4 一 (na 十 的 (mn 十 人 4 
这 一 关系 的 形式 非常 简单 ; 因此 可 用 以 列 出 解 的 显 式 。 了 到 
4。=1,， 则 超 比 方程 必 为 下 列 函 数 所 满足 , 即 


一 二 和 +1) 
Flg, b, 6, 2) 一 工 十 Tp % 十 Tee) 和 
二 ogt+1) (gt+2).b0+1) (6+2) 2 
1:2.8.0(c+1) (c+2) “ 
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这 一 函数 称 为 超 比 函 数 , 只要。 不 等 于 零 或 负 整 数 , 它 都 有 定 久 ， 

超 比 级 数 的 收敛 半径 不 难 用 计算 求 则 ， 但 用 纯 理 论 来 说 明 更 
为 有 益 . 首先 ,我 们 知道 了 (Gg, 8, 6, 2) 可 以 沿 着 任何 一 条 不 通过 
点 工 而 不 回 至 原点 的 路 径 解 析 延 拓 . 因此 ,在 单位 圆 盘 |z| < 工 内 
就 可 以 定义 了 (a, 5, @ 对 的 一 个 单 值 分 支 (因为 这 一 贺 盘 是 单 连 
通 的 ), 故 知 其 收敛 半径 至 少 应 等 于 二. 如果 其 收敛 半径 大 于 1 出 
了 (4q, 5, 0, 2) 将 是 一 整 函 数 , 在 ce 附近 , 它 必 是 已 知 存 在 于 oo 领 
域 中 前 解 zgi(z),#?ga(z) 的 一 线性 组 合 . 但 这 一 线性 组 合 仅 
当 5 或 2 是 一 整数 时 可 为 单 值 ， 如 设 4 是 整数 而 5 是 非 整 数 ， 则 
Fa 0 6, 2) 必 为 "gi(%) 的 一 个 倍数 ， 根 据 Liouville 定理 , 如 
4 为 正 数 , 则 (wg, 56, 6c, z) 将 得 等 于 零 , 但 情形 并 不 如 此 、 由 此 可 
知 ,收敛 半径 仅 当 或 5) 是 一 负 整 数 或 零 的 时 候 成 为 无 限 , 此 人 时 
超 比 级 数 转 化 成 一 多 项 式 . 

在 原点 的 一 个 邻 域 中 , 也 有 一 个 形 如 有 "9( 纪 的 解 . 此 处 9(2) 
满足 一 超 比 微分 方程 ， 它 具有 六 个 指数 ， 分别 为 mr 一 oa 0, 0， 
Ba 一 Yitot Br, Ytost+Bi. 因此 可 令 g(2)=F 了 (i+a—6, 
I++6 一 2 2 一 0 #). 这 就 证 明了 ,原点 附近 的 两 个 线性 独立 解 分 别 
为 Flg, Do 及 EPI+g—e, 1l1+b—e, 2—0, 2). 

在 点 1 附近 的 解 可 按 完全 同样 的 方法 确定 ， 不 过 , 以 1 一 z 代 

并 互 调 各 个 a 及 B86 来 求 更 为 容易 ， 结 果 得 到 1 的 邻 域 中 的 两 个 
线性 独立 解 为 PF(w, 65, 1 十 4 十 6b 一 c, 1 一 2) 及 (1 一 2) 和 ?FR(e0, 
0 一 4 1 一 4 一 b+c, 1 一 2), 至 于 在 co 附近 的 解 也 可 用 同 法 求 得 . 
上 面 说 明了 具有 三 个 奇 点 的 最 一 般 的 二 阶 线 性 微分 方程 可 用 
- 超 比 函数 求 得 解 的 显 式 。 当然 也 可 以 确定 解 的 完全 多 值 结构 , 但 
较为 复杂 。 


. 习 题 


1. 求证 
(4-4) =F(a, b, 8, 4), log1/(1—s)=2P(l, 1, 2, 2), 
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2. 试 求 Fa 5, 6, 3) 的 导数 , 仍 天 为 超 比 逊 数 ， 
3. 试 导出 下 面 的 积分 表示 式 : 


= 工 (O) Neb1/1 aeN-a 
Ka, b, C， 2) -eh 共 b {( 工 8 的 at, 

4. 如 ad 及 wa 是 微分 方程 好 一 pao' 十 duw 的 两 个 线性 独立 解 ， 求 证 商 
一 Wa/2Wwi 满足 方程 


d 下 1 的 四 加 _ 工 ， 
-3() ~ 


4.5 Riemann 的 观点 


Riemann 首先 有 力 地 提出 了 下 面 的 观点 ， 那 就 是 : 一 个 解析 
函数 完全 可 以 用 它 的 奇 点 及 一 般 狂 质 来 定义 ， 正 象 它 可 用 显 表达 
式 来 定义 一 样 , 而 且 前 者 可 能 比 后 省 更 好 。 一 个 最 普通 的 例子 就 
是 一 有 理 函 数 可 用 与 它 的 极点 有 关 的 奇 部 来 确定 . 

下 面 我 们 将 根据 Riemann 的 论据 ,证 明 超 比 微分 方程 的 解 可 
用 这 一 性 质 来 标志 .考察 函数 元 素 (f, 09) 的 一 个 集合 卫 , 具有 如 
下 特性 ; 

1. 集合 对称 为 是 完全 的 ， 如 果 它 包含 任 一 (f, 0) EF 的 所 
有 解析 延 拓 ， 这 里 并 不 要 求 于 中 的 任 两 个 函数 元 素 互 为 解析 延 拓 ， 
因此 , 了 可 以 由 若干 个 整 体 解析 函 数组 成 . 

2. 集合 是 线性 的 ， 意 即 对 于 所 有 党 数 w 及 os, (fi, 0) EF 
及 (fs, 9) EF 症 涵 (cr 及 十 6sfo, 0) EF 而且 , 具有 同一 口 的 任 
意 三 元 素 (六 9)、(fa, Q)、(fs, 0)EF 在 Q 内 满足 恒 等 关 系 
C1fi+csfa+csfs=0， 这 一 一 关系 中 的 系数 都 是 不 全 等 于 零 的 常数 , 
换言之 , 下 至 多 是 二 维 的 . 

3. 至 中 的 函数 的 唯 有 的 有 限 奇 点 应 在 点 0 及 二 而 且 点 co 
也 作为 一 奇 点 .更 精确 地 说 , 那 就 是 任 一 (J，9) E 玉 必 可 沿 着 有 
限 平面 上 所 有 不 通过 点 0 及 1 的 弧 延 拓 . 

4， 至 于 奇 点 上 的 性 态 , 则 设 证 中 有 着 这 样 的 诸 函 数 存在 , 它 
_ 们 在 0 附近 的 性 态 与 已 知客 各 及 和 一 样 ,在 1 附近 与 (2 一 了 Da 及 
《2 一 二 4 一样, 在 ce 附近 与 2%* 及 #7? 一样。 严格 地 说 , 就 是 存 
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”在 某 些 解析 函数 gz) 及 9a(5， 定 义 于 0 的 邻 域 4 内 , 县 在 该 点 不 
等 于 零 ; 对 于 4 的 一 个 不 包含 原点 的 单 连 通 子 域 8, 可 以 定义 孙 
数 元 素 (2%g4(2), 人 Q)，G"ga(2)， 2), 而 且 它 们 必须 都 属于 下 ,对 于 
点 1 及 oo, 可 同样 地 立 出 相应 的 假设 . 

不 难看 出 ,微分 方程 (28) 的 解 桂 差 ma 一 4， 一 Bi，Y2 一 yz 个 
为 整数 时 恰 具 有 这 些 性 质 ， 此 外,， 还 成 立 关 系 星 二 os 十 Bi 十 
十 二 ?ya=T， 作 是 这 些 假设 ,并 在 这 些 限 制 下 , 可 证 存在 一 个 证 
且 只 有 --- 个 集合 吾 , 它 具 有 性 质 1~4.， 因 兹 ,了 将 与 微分 方程 
(28) 的 局 部 解 的 集合 一 致 . 

Riemann 把 王 中 的 任 一 函数 元 素 用 下 列 记号 表示 ， 


0 1 oo 
P O01 B 1 Yi ?fr, 
- oa Ba Ya 


因此 , 了 并 不 代表 一 个 个 别 的 函数 , 但 这 一 点 显然 是 无 关 重 要 的 ， 
在 唯一 性 一 经 确立 之 后 , 只 要 事先 作 好 适当 的 解释 , 形 如 下 面 的 但 
等 式 显然 成 立 , 即 


0 1 ow 
Piom, BB: yi, z 
Os Bs Ys 


0 1 co 
~—*(z—1)P |- -有 Yitatp, | 
oa—0o Ba—B yatat+B 


0 i oo 0 1 oo 
或 了 or Br 对 一 了 了 418， or ?yu 工 一 小， 
， oa Ba Ya Bas oa Ya 


这 些 关系 中 有 些 是 非常 精致 的 ,很 易于 辨认 ， 这 正 是 Riemann 观 
点 的 一 个 特色 . 
为 了 证 明了 唯一 性 ， 考 察 两 个 定义 于 不 包含 点 0 或 1 的 单 连通 
域 Q 内 的 线性 无 关 的 函数 元 素 (f1, 8)、(fs, 8) EE， 这 样 的 函数 
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元 素 在 任 一 2 内 是 存在 的 , 因为 函数 2"g1(2) 及 wrgalz) 在 它们 的 
定义 域 中 是 线性 无 关 的 ; 它们 可 以 沿 着 一 段 避 开 0 与 二 而 端点 在 
9 内 的 弧 延 拓 , 从 而 确定 出 线性 无 关 的 函数 元 素 (f1,8), (fz, 29)， 
据 性 质 1, 它们 属于 玉 。 如 果 (f, 9) 是 下 中 的 第 三 个 函数 元 素 ， 


则 恒等式 
cf 十 cif1 十 ca = 0, 


of +efitcsfs =0, 
ef" +orfi+caf2=0, 
f fi fol 
就 意味 着 fF fi f= 
1 疡 琅琅 | 
将 上 式 写 成 下 列 形式 ， 
1" =p tg)F, 
其 中 


pO) RARE, oO -FARER. (25) 
此 处 的 分 母 不 恒 等 于 零 , 因为 如 果 等 于 零 ， 则 斑 及 fs 将 是 线性 相 
” 关 了 。 
现在 我 们 可 以 看 到 表达 式 (25) 在 天 及 fa 作 非 退化 线性 变换 ， 
即 代 之 以 cxfi 十 C13f2， Ca1f1 十 C22f2， C11029 一 C120a1 关 0 时 将 保持 不 
变 . 这 就 是 说 ,对 于 任意 的 广 及 fo,p(8) 与 ql%) 将 维持 原状 ,因此 
这 两 函数 在 去 掉 点 0 与 工交 整个 平面 上 是 完全 确定 的 单 值 函 数 ， 
为 了 确定 2(2) 与 Y(s) 在 原点 附近 的 状态 ， 取 户 =s"mgi(2)， 
fs 一 zga(%)。 通 过 简单 的 运算 以 后 可 得 
fife—fafi= (0 — 1) tt OT ), 
ffs—fo f= 03—0) (oa 十 号 一 了 2 (CC 二) 
ffs—fof i=a0al0n— on) et" Ot), 
式 中 括号 内 的 (C 十 ，…)] 代表 一 些 解析 函数 ,它们 在 原点 具有 共同 
的 值 CO=gC0)gs(0)， 由 此 可 知 pCz) 具有 一 单 极点 ， 其 上 的 留 数 
为 十 oa 一 1, 而 9(o) 的 Lanrent 展 开 则 以 一 oaaa/i2 为 首 项 ， 对 
于 点 1 及 ce,， 也 成 立 同样 的 结果 。 从 此 得 到 
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pO) = Et 的， (26) 


此 处 po(2) 在 点 0 及 工 不 具有 极点 .根据 定义 (25) 式 可 知 p(z) 是 
一 吾 琢 数 的 对 数 导数 ， 因 此 , 在 有 限 平面 上 , 它 只 具有 单 极点 , 而 
这 些 级 点 上 的 留 数 都 是 正 整数 ， 此 外 , p(%) 在 ce 处 的 展开 必须 
以 一 azT+7ya 十 1 为首 项 ， 因 此 ptz) 只 有 有 穷 个 极点 , 这 些 
极点 上 的 留 数 应 加 到 一 (yi 十 Ya+1)， 根 据 关 系 (azx a 一 1) 十 
(Bi 十 Ba 一 4) 一 一 (Xx 十 Ys 十 4) 可 知 , 除了 在 0 与 1 处 的 极点 之 外 ， 

不 能 有 其 他 极点 . 而 由 (36) 束 易 见 pol%) 不 能 有 极点 , 因此 必 恒 等 
于 零 . - 
由 于 丹 坟 一 fa 及 除了 在 点 0 及 1 以 外 到 处 都 二 0, 因此 g(2) 
必 具 有 如 下 形式 ; 

O02 _ BiBs 4 B 


1- (2), 
其 中 ge(e) 没有 有 限 极 点 ， 在 co 处 , 展开 式 以 项 一 yiya/? 开始 . 
故 知 go(z) 必 便 等 于 零 ,而 
A=—B=— (0t+ BBa— yy3), 
总 结 上 面 的 结果 , 可知 / 必 满 足下 列 方程 
w+ (于 一 十 一 Jo 


oo _ met B1Bs— YiYs 1 Yiya _ 
+( 2 2(g 一 二 ) 十 (ZC— Dy) 0 


这 就 是 方程 (23) 式 . 

由 此 可 知 满足 性 质 1 至 4 的 任 一 集合 下 必 是 方程 (23) 的 局 
”部 解 的 族 了 的 一 个 子 集 ,这 就 完成 了 唯一 性 的 证 明 . 因为 对 于 不 
包含 点 0 或 点 1 的 任 一 单 连 通 域 2, 在 下 中 有 两 个 线性 独立 的 函 
数 元 素 ( 户 ， Q),(fs, 8)， 每 一 个 (f, Q)E Fo 具有 形式 (ct 万 十 
‘02f3, 介 )， 因此 必 包 含 于 下 中 ， 最 后 ， 如 果 0 不 是 单 连 通 的 ， 则 
《f, Q) ER 就 是 f 限制 在 8 的 一 个 单 连通 子 域 上 所 组 成 的 元 素 
的 解析 延 拓 , 由 于 这 一 元 素 属于 卫 , 故 由 性 质 荆 可知 (j, 8) 也 属 
于 工 . 

"024。 


索 


Abel, N. BE. 39 
Abel 极限 定理 
Abel’s limit theorem 42 
Abel 等 级 数 定理 
Abcls power series theorem 39 
Apollonius 87 
Artin, E. 1 生 
Arzela-Ascoli 定理 
Arzela-Ascoli theorem 221 
Beardon, A. EF. 142 
Bergman, S, 161 
Bernoulli, J. 185, 204 
Bessel, F. W,. 316 
Bolzano-Weierstrass 定理 


Bolzano-Weisrstrass theorem 68 
Cantor, G. 64, 222 
Caratheodory, CO. 243 
Cauchy, A. 25, 148 
Cauchy 不 等 式 

Cauchy’s ineguality 10 
Canchy 主 值 

Cauchy principle valne 15¥ 
Cauchy 序列 

Cauchy sequence 34 
Cauchy 估 值 

Cauchy’s estimate 122 
Cauchy 积分 公式 

Cauchy’s integral formala 114- 
Cauchy 积分 定理 


Cauchy’s integral theocrem 109, 137 


Connell, B. H. i101 
”Qe Moivre . 公 导 

de Moivre’s formula 15 
De Morgan 律 


引 


De Morgan laws 1 


Dirichlet 问题 


Dirichlet’s problem 245 


Eular, DL. 48, 45, 198 
Fibonacoi 数 


Fibonacoi numbers . 183 


了 ourier 展开 


Fourier development 264 


Fresnel 积分 


Fresnel integral 205 


工 -函数 


gamma function 196 


Gauss, K. F, 199 
Goursat, B. 11l 
Qreen 国 数 


Green function 258 


Hadamard 三 加 定理 


Hadamard’s three-eirele theorem 166 


adamard 公式 


Hadamard’s formula 39 


Hadamard 定理 


Hadamard’s theorem 207 


Harnack 不 等 式 


Harnack’s ineduality 243 


JHarnack 原理 


Harnack’s principle 343 


Heine-Borel 性 质 


Heine-Borel property 60 


Hurwits, A. 177, 225 
inf 56 
Jacobi, RK. G. J. 240 
Jacobi 行列 式 


Jacobian 25, ?4 


Jensen 公式 


~“ 25.s 


Jensen formula 206 
可 ordan 了 曲线 

Jordan curve 70 
Jordan 曲线 定理 

Jordan curve theorem 117 
可 OreanD 卫 

Jordan are 70 
Koebe, P. 238 
Lagrange 人 恒等式 

Lagrange’s identity 9 
工 aplace 方程 

Laplace equation 25, 161, 245 
Laplace 式 

Laplacian 246 
Daurent 级 数 

Laurent SeTrieg 183 
Logendre 多 项 式 

Legendre polynomial 183 
Legendre 关系 

Legendre relation 274 
Tim inf lim lim limgup 35 
Lindelsf, BE. 98,199 
Tioaville 定理 

Liomville’s theorem 121 
ILucas 定理 

Lucas’s theorem 29 
了 -检验 法 

M-test 88 
Marty, F. 226 
Mittag-Leffler, G. 186 
Morera 定理 

Morera theorem 121 
Osgood, W, F. 228 
幼 - 函 数 

-fanction 872 
Perron, OQ. 245, 248 
w 46 


. Picard 定理 


Picard’s theorem 309 


326。 


Plunkett, R. TL. 101 

Poisson 公式 

Poisson formula 166 
Poisson-.Jengen 公式 
Poisson-Jensen formula 207 
Porcelli, P. 101 

Riemann, B. 25 

Riemann 面 

Riemann surface 98, 289 
Riemann 映照 定理 

Riemann mapping theorem 228 
Riemann 球面 

Riemann sphere 18 
Riemann 盖 函 数 

Rismann zeta-fanction 211 
Rouché . 定理 

Rouché theorem 152 
Behuarz, H. A, 135, 168 
Sehwarz-Christoffei 公式 
Behwars-OQhristoffel formula 236€ 
Bchwars 三 角形 画 数 
RSchwarz triangle function 240 
Sehwarz 引 理 

lemma of Behwarz 135 
Behwarzs 导数 

Sehwarzian derivative 185 
Bteiner, J. 87 
Btirling 公式 

Btirling’s formula 199 
Btolz 和 角 

Btolz angle 42 
sup 56 
Taylor ， 级 数 

Taylor series 178 
Taylor 定理 

Taylor theorem 125 


Weierstrass, K, 63, 129, 284 


Weierstrass M- 检 验 法 
Weierstrass M-test 33 


Waierstrass9- 冰 数 上 确 界 


Weiergtrass gp-fanetioa 272 least upper bound (1. u,b.) 34,56 
Weierstrass 定理 么 模 变 换 
Woeierstrass theorem 174 unimodular transftormation 266 


Whyburn, GQ, T. 101 


四 划 - 
一 划 
开 集 
一 对 一 的 open set 53 
one to one 66 开 覆 盖 
一 点 的 指示 数 open covering 60 
index of a point 114 元 素 
一 致 收 化 element 50 
wniform convergence 36 所 质 
一 致 连续 relatively prime 303 
uniform continaity 66 无 穷 远 点 
infinity 18 
二 划 无 穷 乘 积 
二 项 方程 , infinite producs 189 
binominal equation 14 支点 ol 
几何 级 数 branch point 99, 298 
geometrie geries 38 双 曲 变换 
hyperbolie transformation 88 
一 划 - 双 周 期 函数 
人 doubly periodtie fanction 265 
三 角形 不 等 式 “ 双 射 
triangle ineduality 9 ， bijective 66 
三 角形 函数 | 不 可 约 多 项 式 
triangle fnnction 240 irreducible polynomial 302 
”三角 函数 不 动 点 
tzigonometric fanction 44 fixed point 88 
写 格 切线 
genus 195 tangent 70 
下 确 界 内 部 
greatest lower bound (g.1.b.) 56 interior 53 
子 覆 盖 -内 射 
subcovering 60 injective 66 
上 射 长 度 
surjective 66 length ?77,104 


927 a 


反 函 数 对 称 原 理 


: inverse funetion 66 Symmetry Principle 84, 171 
反射 原理 对 数 函数 
reflection principle 171 logarithm 47 
反 演 本 性 奇 点 
inyersion 80 essential singularity 129 
分 支 加 法 定理 
branch 286 addition theorem 44, 277 
分 段 可 微 强 加 法 群 
piecewise differentiable are 70 additive group 299 
分 配 律 边界 
distributive law 有 boundary 53 
分 集 边界 性 态 
component 58 boundary behavour 231 
叶 
sheet 98 
五 划 -| 二 
平移 | principle branoh 7% 
parallel translation 咀 半 纯 函数 
正 合 微分 meromorphic function 127 
exact differential 107 外 部 
正则 函数 exterior 53 
regular function 127 代数 曲线 
正则 奇 点 algebraio curve 308 
regular singular point 313 代数 函数 
正则 弧 - | algebraio fanction 301. 
regular are 70 代数 奇 点 
正规 族 . algebraic singularity 301 
normal family 218 代数 基本 定理 
可 去 麻 点 fundamental theorem of algebra 
removable singularity 123 29, 122 
可 求 长 弧 
rectifiable are 104 六 划 
可 微 绝 … 
differentiable are 70 共 形 映 钥 
对 合 变换 conformal mapping 69,2 
involatory transformation ?了 共 形 等 价 | 
对 称 conformal equivalence 2568 
symmetry 83 共 圈 复数 


£ 328。 


conjugate complex nnmRper 7 homemorphism 4 


共 罗 调 和 涵 数 同调 
.Conjugate harmonic function 25 homologous 140 
共 罗 微分 同调 基 
conjugate differential 168 homology basis 146 
导数 其 线 
Gerivative 24 curve 70 
有 界 变 差 Jordan 70 
bounded variation 105 阶层 level 时 
有 界 集 单位 anit 295 
bounded set 56 点 point 70 
有 理 瑟 数 - 闭 包 
rational fanction 30 elosure 53 
扩充 复数 平面 闭 曲 线 
extend complex plane 18 closed curve 69 
收敛 .| 闭 域 
Convergenoe : closed region 57 
一 致 uniform 36 闭 集 
绝对 absolute 36 closed set 52 
收敛 序列 | 闭 链 
Convergent sequence 33 cycle 137 
收敛 图 交 
oirele of convergenee 39 intersection 50 
阶 - 交 比 . 
order | crogs ratio B61 
支点 的 喧 abranch point 的 交换 律 
代数 algebraie 128 eommutative law、44 
有 理 函 数 的 “of rational fanction 31 | 并 
极点 的 of & pole 30, 137 union 50 
零点 的 of a zero 29, 126 次 序 关系 
阶层 曲线 order relation 4 
level eurve 9 … . 次 调和 函数 
同 伦 snbharmonic 245 
homotopy 293 自 守 函数 
同 余 子 群 automorphic function 279 
congruence subgroup 279 自然 边界 . ， 
同 构 . natural boundary ‘ 292 
isomorphism 5 向 量 


辣 态 Yector 12 


侈 量 加 法 sheaf 289 


vector addition 18 局 部 正 合 微分 
全 有 界 集合 locally exact differential 1i43 
totally bounded set 601 | 局 部 有 界 族 
爹 纯 函 数 locally bounded family 224 
holomorphi¢ function 24 局 部 连通 集 
多 边 形 的 共 形 映照 locally connected set 58 
contormal mapping of polygon 234 | 局 部 单 值 化 变数 
多 连通 域 locally uniformizing variable 301 
mulfiply connected region 146 局 部 映照 、 
多 项 式 | local mapping 130 
polynomial 28 局 部 界 
local solation 311 
连通 集 . 
七 划 connected set 54 
形式 导数 连通 数 
symbolic derivative 27 connectivity 146 
均值 性 质 连续 函数 
mean-value property 164, 242 continuous funetion 23, 64 
极 大 ;家 小 | 一 致 uniformly 66- 
mazximnm, minimun $56 围 线 
极限 | contonr 109. 
limit 22 | 内 inner 253 
极限 点 . | 外 outer 353 
limit point 68 余 集 .， 
家 点 complement S50 
pole 30, 127 ” : 体 
代数 algepraie 301 ‘fold & 
极 值 原理 邻 域 
maximum principle 134 neighborhood 53 
抛物 线 角 
parabola 90 angle 18, 48, 81 
抛物 变换 序列 
parabolic transformation 89 Sedtence 
什 - Cauchy 34 
germ 285 . 收敛 ”convergent 83 
芽 的 投影 - 发 散 divergent 33 
projection of germ 286 基本 fondamental 3% 
层 | 


间接 共 形 映 陵 
4 330% 


inderect conformal mapping 77 
泛 函 

fanctional 168 
判别 式 

diseriminant 303 


八 划 


奇异 路 线 

singular path 291 
再 点 

singular point 291, 313 
奇 部 

singular part 32 
直线 

straight line 17 
区 

stalk 287 

拓扑 性 质 

topological property 66 
拓扑 映 照 

topological mapping 66 
环绕 次 数 

Winding namber 115 

洱 数 

function 

世 隙 数 gamma fonction 196 
Green 函数 Green function 258 
多 -函数 ”多 -function 
-函数 ”zeta function 211 
正则 regular 127 

半 连 续 semieontinuous 247 
半 纯 meromorphic 137 
代数 algebraic 301 

共 思 调和 conjugate harmonic 25 
金 纯 holomorphie 区 
连续 eontinungs 23 

单 值 gingle-valuaed 21 
指数 ”exponential 42 


复 complex 于 

调和 ”harmonic 25, 161, 341 
超 比 hypergeometrie 320 
解析 analytic 34 

整 entire 192, 205 

画 数 元 素 。 

function element 2£5 
函数 方程 

functional equation 214 
Permanence of functional relation 
290 

反 疝 opposite 70 

正则 Yegular 70 

可 求 长 的 ”rectifiaple 104 
可 徽 ”differentiable 70 
简单 simpls 70 

解析 analytic 233 

弧 长 

arc Ilength 77, 104 
孤立 奇 点 

isolated singularity 十 23， 127 
孤立 点 

isolated point 853 
典型 映照 

canonical mapping 252 
典型 乘积 

canonical proQuct 195 
典型 域 

canonical Tegion 258 
典型 基 

canonical basis 263 
周期 

period 45, 263 

非 欧 距离 

aonenclidean distance 97 
参数 变换 

change of parameter 69 
可 逆 的 “zeversible 69 


sa331 。 


变形 ”| 线性 习 


deformation . 293 linear groap 79 
定义 域 . 线性 微分 方程 
domain 65 linear differential eguation 310 
定向 线 积分 
orientation 85 。 line integral 101 
definite integral 101 
九 划 
实 部 
real part 1 面积 
实数 ‘area 77 
real numbex 1 相似 变换 
空间 homothetie transformation 8&0 
8Pa06 指数 方程 
Hausdorf 638 indioial eduation 315 
可 分 seperable 59 指数 函数 


呢 符 complete 60 
拓扑 topological 67 


exDoncntial function 43 


轴 

度量 metrie 于 axig 
空 集 | 实 real 12 

empty set 50 虚 imaginary 12 

空 弘 什 ,临界 点 

lacunary value 309 critical point 305 
单 叶 函数 映照 

sohlicht fonction 229 mapping 
单价 函数 - |， 共 形 conformal 75, 222 
univalent fonction 229 连续 continnous 6 
单位 曲线 . 局 部 local 130 

unit eurve 295 拓扑 topological 66 
单 连通 区 城 音 叶 sehlicht 229 
simply connected region 139 单价 univalent 229 
单 值 函 数 颖 的 slit 260 
single-valued function 于 点 

单 值 性 定理 point 12,50 
monodromy theorem 296 不 动 点 fixed point 88 
法 向 导数 支点 branch point 99, 298 
normal derivative 163 寻常 点 cordinary 311i 
线 下 变换 极限 点 lim 计 63 


lincar transformation .78 孤立 点 isolated 53 


聚 点 ”accumulation 53 
点 曲线 

,point earve 70 

compl x fenction 史 
复 积 分 

comp-ex integration 101 
complex Plane 工分 
barrisr 2351 

metric space 计 
绝对 收 伊 
absolutoe convergence 36 
绝对 值 
absolute valne 6 
结 式 
resultant 308 
结合 律 

associative Jaw 入 
炬 形 

rectangle 338 


十 划 
原 象 


inverge image 65 
核 

kernel 47, 1 信 
配 连 参数 

accossory rarameter 237 
绕 经 加 

minorant 38 
紧 致 性 
comractness 59 
积分 

inticgral 101 
部 分 分 式 


| 


partial fraction 31, 186 
离散 集 
discreate set 59, 265 


留 数 

residues 148, 149 
留 数 定理 

residue theorem 148 
调和 函数 


harmonic function 25, 161, 241 


十 一 划 

球 

ball 52 
闭 

clcsed 52, 57 
奈 极 平 而 射影 

storeographic Drojection 19 
域 . 

region $57 

y 确定 的 determined by y i115 


亲本 序列 


fundamental sedquence 34 
基本 域 

fundamental region 99 
基本 群 

fundamental group 295 
虚名 

imaginary axig 42 
虚 部 

imaginary part 1 
斜 驶 变换 


loxodromic transformation 90 


| 旋转 


rotation 80 
海 近 展开 式 

asymptotic developrrent 204 。 
距 议 

distance 19, 88 


es 333 w 


非 欧 noneucliiean 187 
球面 spherical 19 
象 image 65,75 


十 二 划 
超 比 函数 


hypergeometri¢ fanction 320 


超 比 微分 方程 


hypergeometric differontial equa- 


tion 317 
强 级 数 

Majorant 38 
各 级 数 

Power sories 38 
赋 角 

argument 工 35， 47 
琵 角 原理 

argument principle 152 
短 缩 

contraction 35 
集 set 

开 open 52 

有 界 bounded 56 

全 有 界 totally bounded 人 
连通 connecte8 54 

空 empty 50 

紧 致 compact 59 

离散 discrete 59 
椭 铀 ”sellipse 96 
椭圆 函数 

elliptic function 263 
椭圆 变换 

elliptic transformation 88 
椭 区 积分 

elliptio integral 238 
椭圆 模 函 数 

elliptic modular function 279 
等 度 连 续 性 


“334 。 


eduicontinuity 218 


. 链 chain 137 


~ 


十 三 划 

解 aolution 311 
解析 几何 

analytic geometry 16 
解析 延 拓 

analytic continuation 172, 284 
直接 Qireet 284 
解析 妆 数 

analytic function 24 
解析 慰 

analytic arc 233 
微分 方程 

differential equation 275, 310 


黎 密 集 dense sot 59 


概率 积分 
Pprobability integral 205 
零点 Yero 29, 126 


十 四 划 以 上 

社 wmodule 147, 265 
模范 数 

modular function 279 
模 群 

modular group 268 
截 口 section 288 
察 点 | 

accaumnlation point 53 
整体 解析 函数 
» global analytic tunction 234 
整 环 

integral domain 4 
整 函 数 

entire function 192, 205 

的 级 order of 208 


椭 男 elipse 96 
李响 函数 elliptic funetion 263 
椭圆 变换 elliptic transformation 88 


椭圆 积分 elliptic integral 238 


椭圆 模 函 数 elliptic modular function 


379 


e335。 


